Fels6bb Matematika Villamosmérn6koknek — Sztochasztika
hazi feladat megoldasok, 2017 Gsz

Minden héten Osszesen 2 pontot érnek a kitiizott feladatok.

5.HF: (Beadési hatarids: 2017.12.07.)

HF 5.1 a.) Az X valoszintiségi valtozo stirtiségfiiggvénye

0271, haO0<z <1
f@(«r) = )
0, ha nem

ahol 0 < 0 < oo paraméter, és nem ismerjiik. Mintat vettiink X-bdl, és azt
kaptunk, hogy 0.997; 0.8; 0.853; 0.975; 0.986; 0.927; 0.936; 0.879; 0.767; 0.912.
Adjunk maximum likelihood becslést 6-ra!

Megoldas: A minta elemszama N = 10, a likelihood-fiiggvény

N N N -1
L(0;z) = Hfg(a:i) = HG:U?’I =N (H a:Z) ,

mert minden x; mintaelemiink (0, 1)-be esik. (Kilonben L(0;z) = 0 lenne, ami
azt jelentené, hogy a minta nem lehet a megadott eloszldsbdl.) A log-likelihood
fiiggvény ennek logaritmusa:

[(0;2) =InL(#;2) = NInf+ (6 — 1) In (ﬁxl> :

Ennek, mint 6 fliggvényének a maximum-helyét keressiik, amihez megnézziik,
hogy hol nulla a derivalt:

d N ~
—_— : = — l . =
del(@,g) 7 +1n (Zl:[l:cl> 0,

aminek a megoldasa

N N
In <H5V:1 xz) 2511 Inz;

Omr = —

Esetiinkben >N Inz; ~ —1.052856, amibdl

Ellenérizhets hogy ez tényleg globéalis maximumbhely.

boénusz: A tablazatkezelGben egy n-szer tizes tablazat minden elemébe rand ()
-ot irtam, minek hatasara a tablazatkezel$ kitoltotte a tablazatot fiiggetlen, [0, 1]-
en egyenletes eloszlast (pszeudo-)véletlen szamokkal. Ezek utan kikerestettem
mind a 10 oszlop maximumat, és atmasoltam (kerekitve) a matekpéldaba. Azt
kaptam, hogy 0.997; 0.8; 0.853; 0.975; 0.986; 0.927; 0.936; 0.879; 0.767; 0.912.
Vajon mennyi lehetett az n?

Megoldas: A tablazat elsé oszlopaba n darab fiiggetlen, [0, 1]-en egyenletes elosz-
last valoszintiségi valtozo keriilt — legyen a neviik &;,...,&,. Az els6 mintaelem,



vagyis 1 ezeknek a maximuma: x; = max{{,...,&,}. ElGszor ennek az elosz-
lasat hatarozzuk meg. Az eloszlasfiiggvény konnyti, mert x; akkor kisebb, mint
valami z, ha minden §; < z.

Fx(z)=Plr, <z)=P& <z,&<x,...,6 <z)= (P& <),

mert a &-k fliggetlenek és azonos eloszlasuak. Mivel egyenletesek is [0, 1]-en

0, haz<0
P& <z)=<2, hal<z<l
1, hax>1
Vagyis
0, haz <0
Fx(z)=<2", ha0<x<l
1, ha x > 1.

Az xq stiriiségfiiggvénye ennek derivaltja:

nz" !, hal<az<l1
€T) =
fx(@) {O, ha nem.
Az xq, 29,73, ..., 710 mintaclemek persze mind ugyanilyen eloszlasuak, és fiigget-
lenek. Vagyis pontosan az el6z6 feladat szerinti eloszlasbol vettiink N = 10

elemd mintat, csak az ismeretlen paraméter most nem 6 € (0,00), hanem
n € {1,2,3...}. Az n-et maximum likelihood becsléssel probaljuk megtippelni.
Az n := 0 atjeloléssel a likelihood-fiiggvény és a log-likelihood-fliggvény ugyanaz
lesz, mint az el6z6 feladatban, csak a maximumét most nem a valés, hanem az
egész szamokon keressiik. Viszont a derivalasbol most is latszik, hogy [(0) no-
vekvs a (0;0y1) =~ (0;9.5) intervallumon és csokkend a (0y1;00) =~ (9.5;00)
intervallumon. Igy az egész szamokon vett maximumat csak a 6, ~ 9.5 vala-
melyik szomszédjan érheti el — vagyis n = 9-ben vagy n = 10-ben. Lésd az 1.
abrat.

10 15 20 25 3

1. dbra. 1(f) =42 — (§ — 1) - 1.05285618792923

Hogy a 9 és a 10 koziil hol nagyobb az [, azt konkrét szdmolassal donthetjiik el:

N
[(9)=NIn9+(9—-1)In (H x,) ~ 13.549

i=1



N
[(10) = NIn 10+ (10 — 1) In <H x> ~ 13.550

i=1

Eppen hogy csak, de 1(10) > 1(9), igy a tippiink ny;p = 10. (Es ez tirténetesen
helyes.)

HF 5.2 A kozonséges szibériai turul vérnyomésa (higanymilliméterben) normalis eloszlasu va-
16szintiségi valtozo, varhato értéke m, ami egyedenként valtozo, szordsa mindig o = 20.
A madar akkor egészséges, ha m = 200. Egy kozonséges szibériai turulnak megmeér-
tiik a vérnyoméasat 10 kiilonb6zé napon (ezek mar fiiggetlennek tekinthetsk), és azt
kaptuk, hogy 216; 179; 199; 199; 163; 175; 193; 190; 201; 223. Dontsiink 95%-o0s
szinten arrol a hipotézisr6l, hogy a turul egészséges!
Megoldas: egy X ~ N(m,o?) eloszlasbol vettiink n = 10 elemt mintat, o = 20
ismert, de m ismeretlen. A hipotetikus varhato érték p = 200, igy a null-hipotézis
m = u. Ennek tesztelésére egymintas kétoldali u-probat végziink, a konfidencia-szint
1 —e=95%, vagyis ¢ = 0.05. A minta-atlag r = 193.8, igy a teszt-statisztika

7 — 193.8 — 2
w=2"H /o= w\/um —0.98
ag

Az elfogadési kiiszob

K= (1 - g) — ®1(0.975) ~ 1.96

(itt @ a standard normalis eloszlasfiiggvény).
Donteés: |u| < K., ezért a null-hipotézist elfogadjuk.



