Fels6bb Matematika Villamosmérn6koknek — Sztochasztika
hazi feladatok, 2017 Gsz

Minden héten Osszesen 2 pontot érnek a kitiizott feladatok.

1.HF: (Beadasi hatarids: 2017.09.27.)

HF 1.1

HF 1.2

Egy orszagban minden tizezredik ember HIV fertézott. A fertGzottség vizsgalatara
hivatott AIDS teszt megbizhatosaga 99%, abban az értelemben, hogy a fertGzotte-
ken elvégzett tesztek 1%-a ad (hibasan) negativ eredményt, illetve az egészségeseken
elvégzett tesztek 1%-a ad (hibasan) pozitiv eredményt.

Morickat véletlenszertien kisorsoltak a teljes népességhdl. Elvégezték rajta a tesztet,
és pozitiv lett. Mi a valoszintisége, hogy Moricka valoban fert6zott?

Pistike minden nyari este tesz egy sétat, és kozben az eget nézi, hullocsillagokat fi-
gyelve. Egy este atlagosan 4-et szokott latni. Ennek megfelelen, ha 4-et vagy tobbet
l14t, akkor viddman megy haza, ha viszont kevesebbet, akkor banatosan.

Pistike augusztus 16-4n banatosan ment haza. Ezt tudva, mennyi a valoszintisége,
hogy egyetlen hullocsillagot sem latott?

(Ravezetd kérdés: Legyen X a Pisike dltal augusztus 16-dn latott hulldesillagok szama -
ami persze eqy valosziniségi valtozo. Mi X eloszldsa? Pontosabban: Milyen eloszldssal
jo modellezni X -et?)

2.HF: (Beadasi hataridé: 2017.10.11.) (Hibds hatdridd javitva, bocs.)

HF 2.1

HEF 2.2

Legyen X és Y két fiiggetlen valoszintiségi valtozd, X binomialis ny = 10 és p = 2

paraméterrel, Y pedig binomialis ny =5 és p = % paraméterrel. ’

a.) Mi X generatorfiiggvénye?

b.) Mi Y generatorfiiggvénye?

c.) Mi Z := X +Y generatorfiiggvénye?

d.) Mi Z eloszlasa? (Ertsd: adjuk meg Z lehetséges értékeit és ezek valoszintiségeit,
vagy mondjuk meg az eloszlas nevét.)

Egy véletlen rekurziv algoritmus futédsa soran kezdetben elindul egyetlen folyamat,
melynek sorsa kétféle lehet:

i.) Eredményesen lefut és kilép anélkiil, hogy ujabb folyamatot inditana. Ennek
valoszintisége legyen p.

ii.) Miel6tt lefutna, véletlen szamu jabb folyamatot indit, amik ugyanolyanok, mint
6 maga. Ezek szama lehet 1, 2 vagy 3, azonos (vagyis 1%”) valoszintiséggel. Az
eredeti folyamat csak akkor 1ép ki, amikor ezek mind lefutottak.

Az algoritmus futasa soran elinduld egyes folyamatok mind ugyanolyan eloszlassal

hoznak létre tijabb folyamatokat, fiiggetleniil egyméastol és az el6zményektal.

Kezdetben egyetlen folyamat indul el — legyen ez egymaga a ,nulladik generacio”. Az
welsé generacio” alljon a legelss folyamat altal inditott folyamatokbol (ha van ilyen).
A ,masodik generaci6” alljon az els6 generacio tagjai altal inditott folyamatokbol. Es
igy tovabb, az n + 1l-edik generécié alljon az n-edik generacié tagjai altal inditott
folyamatokbol, n = 0,1,2,...-re. Jeldlje Z,, az n-edik generacié elemeinek szamat.
Legyen X = Zy, és legyen N = > /7, az algoritmus futésa soran elindulé folyama-
tok Ossz-szama.

Vélaszoljuk meg az alabbi kérdéseket
I.) hap=10.6



IL) ha p = 0.4.

Mi X eloszlasa?

a.)

b.)

c.) Mi X generatorfuggvenye7
d.) EZy =

e.) Mi Z, generatorfuggvenye7
f) EN =7

g.) P(Z4=0) =7

h.) Mennyi a valoszintisége, hogy az algoritmus el6bb-utobb lefut, vagyis hogy va-

lamelyik generacié mar iires? (Avagy: annak a valoszintisége, hogy a legelsd
folyamat el6bb-utobb kilép.)

3.HF: (Beadasi hatarids: 2017.11.15.)

HF 3.1 Egy bolha a szdmegyenesen ugral: a nullabol indul, és minden masodpercben 1 egy-
ségnyit ugrik: 1 valoszindséggel pozitiv irAnyba (jobbra), 3 valoszintséggel negativ
iranyba (balra), az el6zményektdl fiiggetleniil. Legyen X, a bolha helye n ugras utan.
Vagyis ha az i-edik ugras §; € {—1, 1}, akkor X,, =& + &+ - +&,. (Ez az egyszerii

szimmetrikus bolyongas).

a.) Kozelitsiik a centrélis hatareloszlas tétel (CHT) segitségével annak a valoszini-
ségét, hogy n = 2500 ugras utan a bolha legalabb K = 200 lépésre jobbra van a
kiindul6 helyétal.

b.) Legfeljebb mekkora lehet a CHT kozelités hibaja a Berry-Esseen tétel szerint?

c.) Adjunk ugyenerre a valosziniiségre felsé becslést a Hoeffding-egyenlGtlenség se-
gitségével!

d.) Becsiiljiik meg a keresett valoszintiséget a Cramér tétel alkalmazasaval is.

(Segitség: a p paraméterd Bernoulli eloszlds Cramér féle ratafiggvénye
r 1—p 1—=z
I(z) =21 In
@) xn(l—r p )+ (1—19)
(ha 0 <z <1). )

HF 3.2 Bergengo6ciaban minden nap % valoszintiséggel esik az esd, az el6zményektsl fliiggetle-
niil. A bergengdc kiralyi palota kertészének akkor kell locsolnia, ha harom napja nem
érte viz a kertet — vagyis az el6z6 harom napon se esé nem volt, se locsolas. Hosszu
tavon a napok hany szézalékan nem kapnak vizet a novények? (Segitség: jeliljik
X,-nel, hogy az n-edik napon éjfélkor éppen hdny napja nem érte viz a kertet.)

4.HF: (Beadasi hatarids: 2017.11.29.)

HF 4.1 Egy lépcsGhazban 3 villanykorte van, és folyamatosan égnek — ha csak nincsenek éppen
kiégve. Az egyes villanykorték élettartama fiiggetlen és exponencialis eloszlasi, 1 év
varhato értékkel. A lépcsGhazban évente atlag kétszer megjelenik a gondnok (Poisson
folyamat szerint), és az Osszes kiégett kortét ajra cseréli. Jeldljik X(t)-vel a ¢ id6
elteltével mikods korték szamat. Az id6t mérjiik években.

a.) Adjuk meg az X(t) Markov lanc allapotterét és az atmenetratakat (rata-
matrixot). (Vigydzat: ha éppen 2 kirte mikodik, milyen rdtdval ég ki kézilik
valamelyik?)

b.) Irjuk fel az infinitezimalis generatort!



c.) Tegnap délben pont 2 korte miikodott. Koriilbeliil mennyi a valoszintisége, hogy
holnap délben mind miikodni fog?

d.) Tegnap délben pont 2 korte miikodott. Koriilbelill mennyi a valoszintisége, hogy
pont 20 évvel kés6bb mind miikédni fog?

e.) A lépcs6hazban akkor van zavardan sotét, ha legfeljebb 1 korte vilagit. Hosszu
tavon az id§ hany szazalékdban van zavardan sotét?

HF 4.2 Egy fagyishoz a gyerekek Poisson folyamat szerint érkeznek, percenként atlagosan
ketten, és beallnak a sorba. A fagyis bacsi minden gyereket fiiggetlen, exponenciélis
eloszlasu id6 alatt szolgél ki, 1 perc varhato értékkel. Ha a sorban nem All senki, a
fagyis bacsi unatkozik. Hosszi tavon az id6 hany szézalékdban fog unatkozni, ha

a.) A sor hossza legfeljebb 5 lehet, mert ha mar 5-en allnak sorban, akkor a tovabbi
érkez6 gyerekeket az apukajuk elrangatja.

b.) A sor hossza akirmennyi lehet, de ha legalabb 5, akkor csak a gyerekek legel-
szantabb %—a all be. (Minden gyerek, a tobbitdl fiiggetleniil, % valoszintiséggel
legelszantabb.)

(Segitség: Legyen X (t) a sor hossza t perc elteltével. Szabad kihaszndlni, hogy X (t)
sziiletési-haldlozdsi folyamat.)

5.HF: (Beadasi hatarids: 2017.12.07.)

HF 5.1 a.) Az X valoszintiségi valtozo stirtiségfiiggvénye

027!, ha0<z<1
f@('r) = )
0, ha nem

ahol 0 < # < oo paraméter, és nem ismerjiik. Mintat vettiink X-bdl, és azt
kaptunk, hogy 0.997; 0.8; 0.853; 0.975; 0.986; 0.927; 0.936; 0.879; 0.767; 0.912.
Adjunk maximum likelihood becslést 6-ra!

b.) bonusz: A tablazatkezel6ben egy n-szer tizes téablazat minden elemébe rand ()
-ot irtam, minek hatasara a tablazatkezeld kitoltotte a tablazatot fiiggetlen, [0, 1]-
en egyenletes eloszlast (pszeudo-)véletlen szamokkal. Ezek utan kikerestettem
mind a 10 oszlop maximumat, és atmasoltam (kerekitve) a matekpéldaba. Azt
kaptam, hogy 0.997; 0.8; 0.853; 0.975; 0.986; 0.927; 0.936; 0.879; 0.767; 0.912.
Vajon mennyi lehetett az n?

HF 5.2 A kozonséges szibériai turul vérnyoméasa (higanymilliméterben) normalis eloszlasi va-
loszintiségi valtozo, varhato értéke m, ami egyedenként valtozo, szorasa mindig o = 20.
A madar akkor egészséges, ha m = 200. Egy kozonséges szibériai turulnak megmeér-
tiik a vérnyoméasat 10 kiilonb6z6 napon (ezek mar fiiggetlennek tekinthetsk), és azt
kaptuk, hogy 216; 179; 199; 199; 163; 175; 193; 190; 201; 223. Dontsiink 95%-o0s
szinten arrol a hipotézisrél, hogy a turul egészséges!



