Fels6bb Matematika Villamosmérn6koknek — Sztochasztika
hazi feladatok, 2018 Gsz

Minden héten Gsszesen 2 pontot érnek a kitiizott feladatok.

1.HF: (Beadasi hatarids: 2018.09.26.)

HF 1.1 A mazsolés kaldcs tgy késziil, hogy egy nagy kondérban sok tésztdhoz sok mazsolat
ontenek, jol elkeverik, majd egy nagy kalacsot siitnek bel6le, amit sok szeletre vagnak.
A szeletek egyikét Moricka eszi meg. Vegyiik tgy, hogy minden mazsola egymastol
fiiggetleniil, azonos, kicsi valoszintiséggel keriil Moricka szeletébe.

a.) Egy szeletbe atlagosan 6 szem mazsola szokott jutni. Mennyi a valoszintisége,
hogy Moricka szeletébe 2-nél kevesebb jut?

b.) Pistike is kapott egy szelet kalacsot, és boldogan tijsagolta, hogy 12 szem mazsolat
talalt benne. Ezek utan mennyi a (feltételes) valoszintisége annak, hogy Moricka
szeletébe viszont 2-nél kevesebb keriilt?

HF 1.2 Jancsi és Juliska hazaban a vezetékes telefon Poisson folyamat szerint csorog, két
oranként atlagosan egyszer.

a.) Mennyi a valoszintisége, hogy az esti filmet, ami reklamokkal egyiitt két és fél ora
hossz, végignézhetik a nélkiil, hogy csorogne a telefon?

b.) Mennyi a valosziniisége, hogy az elsd telefonhivasra a film kezdetétsl szamitva
kevesebb, mint fél 6rat kell varni?

c.) Mivel filmnézés kozben nem szeretnek telefonalni, minden csorgésnél érmedobéas-
sal dontenek, hogy melyikiik vegye fel. Mennyi a valdszintisége, hogy Jancsinak
igy is 1-nél tobbszor kell a film alatt telefonélnia?

2.HF: (Beadasi hatarids: 2018.10.10.)

HF 2.1 a.) Legyen az X valoszintiségi valtozo Poison eloszlasa A = 2 paraméterrel, és legyen
Y =2+ 3X. MiY generatorfiiggvénye?
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eloszlasat, vagyis a P(Z = k) valoszintiségeket, ahol £k =0,1,2....

b.) Egy Z valoszintiségi valtozo generatorfiiggvénye g(z) =
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Adjuk meg Z

HF 2.2 Egy kis boltba a vevék szabélyos id6kozonként, érkeznek, percenként pontosan egy, és
beédllnak a sorba. Egy vevs kiszolgalasa véletlen ideig tart, ami minden vevs esetén
fiiggetlen és azonos eloszlasti. Konkrétan a kiszolgalési id6 0, 1 vagy 2 perc lehet, %,

% illetve % valosziniiséggel. (Ez gy lehet, hogy a vevdk fele, miutan sorra keriil, csak

korbenéz, latja, hogy nincs az, amit keres, és rogton kimegy.)

Reggel 08:00-kor bejon a legelss vevs: nevezziik 6t egymagat a nulladik generdcionak.

A legelss vevs kiszolgalasa idején érkezd tjabb vevsket (akikbdl lehet 0, 1 vagy 2)

nevezziik az elsd generdcidonak. Es igy tovabb: azokat, akik az m-edik generacio

tagjainak kiszolgalasa alatt érkeznek, nevezziik az (n + 1)-edik generacionak n =
0,1,2,...-re. Jelolje Z,, az n-edik generaci6 tagjainak szamat.

) Mennyi Zj, varhato értéke?
Mi Z3 generatorfiiggvénye?
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)

) Mennyi a P(Z4 = 0) valosziniiség?

) Mennyi a valoszintisége, hogy a boltos bacsi egyszer sziinetet tarthat, vagyis hogy
a boltban egyszer csak (egy percig) nem lesz egyetlen vevs sem?

®
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Mennyi az elsd sziinetig eltelt percek szaimanak varhato értéke?
f.) Mennyi az elsé sziinetig eltelt percek szaméanak generatorfiiggvénye?



3.HF: (Beadasi hatarids: 2018.10.24.)

HF 3.1 a.) Legyen X exponencialis eloszlast valoszintiségi valtozo A = 1 paraméterrel. Sza-

b.)

c.)

moljuk ki az m = EX, 0? = Var(X) = E((X —m)?) és 6 := E(|]X —m]?)
mennyiségeket! (Megjegyzés: a varhato értéket és a szdrdsnégyzetet persze sza-
bad tudni fejbdl vagy tdbldazatbol. A 0 kiszdmoldsandl viszont észnél kell lenni:
mivel X — m abszolit értéke szerepel a definicidban, ez nem potyog ki pl. a
generdtorfigguény-maodszerbdl, hanem integrdalni kell, az integrdlban pedig figyelni
kell az esetszétvdlasztdsra.)

Egy radioaktiv mintaban masodpercenként atlagosan 1 bomlés torténik. Koze-
litsiikk a centrélis hatareloszlas tétel (CHT) segitségével annak a valosziniiségét,
hogy az 1000-edik bomlasra legfeljebb 15 perc 5 masodpercet kell varni!
Legfeljebb mekkora lehet az el6z6 CHT kozelités hibdja a Berry-Esseen tétel
szerint?

HF 3.2 Egy képzeletbeli varosban a kozvilagitas kiégett izzoit azonnal kicserélik. Az egyes
izz0k élettartama fiiggetlen és exponenciélis eloszlast, 1 év varhato értékkel. A most
kovetkezd honapban a kozvilagitas izzoinak 6sszesen 905 évnyi iizemidét kell teljesiteni
(sok lampa van). Adjunk nagy eltérés becslést annak valoszintiségére, hogy a raktaron
lévé 1000 csereizzd egy honapra nem lesz elég.

(Segitség: a A paramétertd exponencidlis eloszldis Cramér féle ratafiggvénye

I(x)=Xx—In(Az) =1 (hax>0).

A X\ paraméterd Poisson eloszlas Cramér féle ratafiigguénye

I(z) =azln(x/N) —xz+ X (hax >0).)

4.HF: (Beadasi hatarids: 2018.11.29.)

HF 4.1 Egy béka fel-le ugral egy 4-foku 1épcsén, ahol a legalso szint a 0, a legfelsé pedig az 4,
igy a béka 5 kiilonbo6z6 helyen (vagyis szinten) lehet. A béka idGegységenként ugrik
egyet (pontosan 10 méasodpercenként). Az el6zményektdl fiiggetleniil % valoszintiség-
gel ugrik egyet felfelé (kivéve, ha legalul van, mert akkor biztosan felfelé ugrik), %
valosziniiséggel pedig egyet lefelé (kivéve, ha legfeliil van, mert akkor biztosan lefelé
ugrik). Kezdetben a béka az 1-es szinten van. Legyen X, a béka helye n ugras utan.

HEF 4.2

e.)

£)

frjuk fel az X, Markov lanc allapotterét, atmenetmatrixat és kezdeti eloszlas
vektorat!

c sz

Mennyi a valoszintisége, hogy a béka rogton az elején a 101232 palyat jarja be?
(Ugy értve, hogy kezdetben az 1 szinten van, az els ugras utan a 0 szinten, aztan
megint a 1 szinten, stb.)

Keressitk meg a Markov lanc stacionarius eloszlasait! (Pontosabban: az atme-
netméatrixanak stacionarius eloszlasait.) Szabad kihasznélni, hogy X, sziiletési-
halalozasi folyamat.

Kozelit6leg mennyi a valoszintsége, hogy 120 ugras utan a béka legfeliil lesz?
Miért?

Mennyi lesz a béka helyének idGatlaga hosszi tavon? Miért?

Egy béka fel-le ugral egy 4-foku lépcsén, ahol a legalso szint a 0, a legfelss pedig az 4,
igy a béka 5 kiilonb6z6 helyen (vagyis szinten) lehet. A béka exponencidlis eloszlast
véletlen ideig var 10 masodperc varhato értékkel, majd feldob egy dobokockat. Ha
az eredmény 5 vagy 6, akkor ugrik egyet felfelé, kivéve, ha mar legfeliil van (mert
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akkor nem ugrik sehova). Ha a dobas eredménye 1, 2, 3 vagy 4, akkor lefelé ugrik
egyet, kivéve, ha mar legalul van (mert akkor nem ugrik sehova). Ez utan a béka
ugyanezt ismételgeti, az el6zményektsl fiiggetleniil. Kezdetben a béka az 1-es szinten
van. Legyen Y (¢) a béka helye ¢ id§ elteltével. Az id6t mérjiik percben.

a.) Irjuk fel az Y'(t) Markov lanc allapotterét, tartozkodasi id6 paraméter vektorat
és kezdeti eloszlas vektorat! (Vigydzat: a szélsd dllapotokban sem lehet helyben
ugrani, csak tovabb varni!)

Irjuk fel a beépitett diszkrét idejii Markov lanc atmenetméatrixat!

Irjuk fel az Y (t) Markov lanc rata-matrixit és infinitezimélis generatorat!
Rajzoljuk le a Markov lanc graf-reprezentéiciojat!

Kozelit6leg mennyi a valoszintisége, hogy a béka 1 masodperc elteltével a 2-es
szinten lesz?

f.) Keressiik meg a Markov lanc stacionarius eloszlasait! Szabad kihasznélni, hogy
Y (t) sziiletési-halalozasi folyamat.

g.) KozelitSleg mennyi a valoszintisége, hogy 20 perc elteltével a béka legfeliil lesz?
Miért?

h.) Mennyi lesz a béka helyének id6atlaga hossza tavon? Miért?

Bonusz: Mi koze egymashoz az el6z6 két feladat-beli két Markov lanc stacionarius eloszlasanak?
5.HF: (Beadasi hatarids: 2018.12.06.)

HF 5.1 Két nagy elektromos ellenallasrol szeretnénk eldonteni, hogy melyik a nagyobb. Saj-
nos az ellenallast mérni csak hibaval terhelten tudjuk: a miiszeriink altal mutatott
érték egy valoszintiségi valtozod, aminek a varhato értéke a tényleges ellenallas, a szo6-
rasa pedig ismeretlen. Ezért aztan mindkét ellenéllason tobb mérést is végeztiink, és
a kovetkezG értékeket kaptuk (A/§2-ban).

A ellenallas | 758 | 772 | 745 | 765 | 764 | 747 | 764 | 751 | 765
B ellendllas | 753 | 764 | 758 | 764 | 772 | 767 | | |

Dontsiink 99%-o0s szinten arrol a hipotézisrél, hogy az A ellenallas legalabb akkora,
mint a B.

Segitség: Az A ellenallashoz tartozo adatsor atlaga 759, korrigalt tapasztalati szo-
rasnégyzete 87. A B ellenallashoz tartozd adatsor atlaga 763, korrigalt tapasztalati
szorasnégyzete 44.8.

HF 5.2 A  Fels6bb Matematika Villamosmérnokoknek — Sztochasztika” targybol az egyes hall-
gatok altal szerzett gyakjegy egy valoszintiségi valtozo, lehetséges értékei 1, 2, 3, 4, 5.
A hallgatokat két kategoriaba soroljuk: az I-es kategoriaba azok tartoznak, akik a hazi
feladatok kevesebb, mint felét oldjak meg (vagyis kevesebb, mint 5 pontot szereznek
hézi feladatbol), a IT-es kategoridba pedig a tobbiek.

A 2017 Gszi félévi kurzus kivonatos eredményei megtalalhatok a 2018 Gszi félév web-
lapjan:
math.bme.hu/"mogy/oktatas/VillamosMSc_Sztoch/VillamosMSc_Sztoch_20180sz.html

Dontsiink 99%-os szinten arrdl a hipotézisrdl, hogy az I es és I1-es kategoria hallga-
toinak gyakjegye azonos eloszlésti.



