Fels6bb Matematika Villamosmérn6koknek — Sztochasztika
hazi feladatok, 2019 sz

Minden héten Gsszesen 2 pontot érnek a kitiizott feladatok.

1.HF: (Beadasi hatarids: 2019.10.08.)

HF 1.1

HF 1.2

Pistike egyszer dob egy szabalyos dobokockaval. Ezutan Moricka addig dobal egy
szabalyos dobokockaval, amig nem sikeriil legalabb akkora szamot dobnia, mint Pis-
tikének. Legyen X Moricka dobasainak a szama.

a.) Mennyi a P(X = 1) valoszintiség?
b.) Mennyi a P(X = 2) valoszintiség?
c.) Mennyi az EX varhato érték?
A radioaktiv C atommag élettartama (vagyis a létrejottétsl a bomlaséig eltelt id6)
exponencialis eloszlasi. A felezési id6 5730 év, ami azt jelenti, hogy egy sok atom-
magbol 4ll6 mintanak ennyi id6 alatt bomlik el a fele.
a.) Mennyi az élettartam eloszlasanak \ paramétere (ratéja)
i.) ha az id6t években mérjiik?
ii.) ha az id6t méasodpercben mérjiik?
b.) Vesziink egyetlenegy *C' magot. Mennyi a valoszintisége, hogy egy masodpercen

beliil elbomlik? Es hogy két méasodpercen beliil? Es hogy 3 masodpercen beliil?
(Figyelem: nem csak képleteket kérek, hanem konkrét szamokat!)

c.) Vesziink egy ezermilliard (vagyis 10'%) maghol allo mintat, és X-szel jeloljiik a 3
masodperc alatt bekivetkezd bomlésok szamat. Mennyi a P(X = 12) valoszint-
ség? (Figyelem: nem csak képletet kérek, hanem egqy konkrét szamot!)

d.) A 10" magbol all6 minta bomlasait egy detektorral figyeljiik, ami csak a bom-
lasok egy részét észleli: minden bomlést a tobbitdl fiiggetleniil i valoszintiséggel.
Legyen Y a 3 masodperc alatt észlelt bomlasok szama. Mennyi a P(Y = 3)
valoszintiség? (Figyelem: nem csak képletet kérek, hanem eqy konkrét szimot!)

e.) Legyen T a detektor altal észlelt els bomlas id6pontja (méasodpercben). Mi X
eloszlasa?

2.HF: (Beadasi hatarids: 2019.10.29.)

HF 2.1

HF 2.2

Feldobunk egy 10 és egy 20 forintos érmét egyszerre, és ezt addig ismételgetjiik, amig
a 20-ason fej nem jon ki. Jelolje X, hogy ez alatt a 10-essel hany fejet dobtunk.
Szamoljuk ki X varhato értékét és generatorfiiggvényét!

Egy boltba a vevik egyesével érkeznek, percenként pontosan egy, és bedllnak az egyet-
len sorba. Amikor sorra keriilnek, a kiszolgalasuk az el6zményektdl fiiggetlen véletlen
ideig tart: % valosziniiséggel 0 percig (a vevs csak szétnéz és elmegy, kar is volt sorba
allnia), p valoszintiséggel 1 percig, és a maradék % — p valoszintiséggel 2 percig.

A boltba 08:00-kor érkezik az els6 vevs: nevezziik 6t egymagét nulladik generdcionak.
Azokat a vevGket, akik az 6 kiszolgalasa alatt érkeznek, nevezziik elsd generdcionak
(lehet, hogy ilyen egy sincs). Azokat a veviket, akik az els§ generacié kiszolgalasa
alatt érkeznek, nevezziik mdsodik generdcionak, stb: Azok a vevdk, akik an n-edik
els6 generacio tagjainak kiszolgalasa alatt érkeznek, alkotjak az n+ 1-edik generaciot.
Jelolje Z,, az n-edik generaci6 tagjainak szamat.

Az alabbi kérdéseket valaszoljuk meg

[.) hap= %,

IL) hap=g.



Mennyi EZ?

Mennyi EZ4?

Mi Z, generatorfiiggvénye?

Mi Z, generatorfiiggvénye?

Mennyi annak a valdészintisége, hogy Z3 = 07

Mennyi annak a valdszintisége, hogy a sor el6bb-utébb elfogy?
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Legyen N a sor els elfogyaséig kiszolgalt vevsk teljes szama (a legelss vevet is
beleértve). Mennyi N varhato értéke?

h.) Mi N generatorfiiggvénye?
3.HF: (Beadési hatarids: 2019.11.12.)

HF 3.1 Pistike 6999-szer dob egy szabélyos dobokockaval.
a.) Kozelitsiik a centralis hatareloszlas tétel segitségével annak a valosziniiségét, hogy
1000-nél kevesebb hatost sikeriil dobnia!
b.) Legfeljebb mennyi lehet a fenti kozelités hibaja a Berry-Esseen tétel szerint?
HF 3.2 Morickdnak 1000 szabélyos dobokockaja van. Mindegyikkel addig dobal, amig ki nem

jon rajta a 6-os. Adjunk nagy eltérés becslést annak a valoszintiségére, hogy Osszesen
legalabb 7000 dobasra lesz sziiksége!

(Segitség: a p paraméterd Bernoulli eloszlas Cramér féle ratafigguénye
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(aholq=1—p és0 < x <1). A p paraméteri (optimista) geometriai eloszlas Cramér
féle ratafiigguénye
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4.HF: (Beadési hatarids: 2019.12.03.)

HF 4.1 Egy diszkrét ideji, id6ben homogén X, Markov lanc éallapottere S = {1,2,3}. A
Markov lanc az 1-es allapotbol 50 —50% valoszintiséggel ugrik a 2-es és 3-as allapotba.
Ha a 2-es allapotban van, akkor 50% valoszintiséggel ott is marad, 50% valoszintiséggel
pedig a 3-as allapotba ugrik. A 3-as dllapotbdl mindig az 1-esbe ugrik. A Markov
lanc X, kezdeti allapotat kockadobassal sorsoljuk, egyenlS esélyt adva mindhirom
allapotnak.
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b.) Irjuk fel a Markov lanc Atmenetmatrixat.

c.) Irjuk fel a Markov lanc kezdeti eloszlas vektorat.

d.) Mennyi a valosziniisége, hogy a folyamat kezdetén a 131223 &llapot-sorozatot
figyeljiikk meg (a 0-dik (kezdd) allapotot is beleértve)?

e.) Mennyi a P(X,; = 1| Xy = 1) atmenetvaloszintiség?

f.) Keressiik meg a Markov lanc stacionérius eloszlasait.

g.) Kozelit6leg mennyi a valoszintisége, hogy 100 lépés utan a Markov lanc a 2-es
allapotban lesz?

h.) Legyen az f : S — R fiiggvény olyan, hogy f(1) = 0, f(2) = 1 és f(3) = 5.
Mennyi lesz az f(X,,) sorozat (id6)atlaga hosszi tavon?



HF 4.2 Egy fagyis bécsi el6tt gyerekek allnak sorba. O minden sorra keriil6 gyereket exponen-
cialis eloszlasu véletlen id6 alatt szolgal ki, fél perc varhato értékkel, az el6zményektsl
és a sorban allok szamatol fiiggetleniil. A gyerekek Poisson folyamat szerint érkeznek,
percenként atlagosan 1, a miulttol és a sor hosszatol fiiggetleniil. Kivétel, ha a sorban
méar 3 gyerek all, mert akkor t6bb nem &llhat be (az apukija elvonszolja). Jeldlje
X(t) a sorban allok szamat ¢ id§ elteltével. Az id6t mérjiik percben. Modellezziik a
sor hosszat folytonos idejii Markov lanccal.

a.) Mi a Markov lanc allapottere?

irdnyitott grafjat az egyes atmenetek rataival.

frjuk fel a Markov lanc rata-matrixat.

Irjuk fel a Markov lanc tartozkodasi id6 paraméter vektorat.

Ha a sor hossza éppen 2, varhatéan mennyi idé mulva fog megvaltozni?

Ha a sor hossza éppen 2, mennyi a valoszintisége, hogy a kovetkezd allapot a 3
lesz?

g.) Irjuk fel a Markov lanc infinitezimalis generatorat.
h.) Keressiik meg a Markov lanc stacionarius eloszlasait.

i.) Ha a sor t = 0-kor iires, kozelitGleg mennyi a valoszintisége, hogy 2 ora elteltével
3 lesz a hossza?

j.) Az id6 hany szazalékat tolti a fagyis bacsi tétleniil (mert iires a sor) hossza tavon?
5.HF: (Beadési hatarids: 2019.12.18.)

HF 5.1 Moricka és Pistike is biiszke arra, hogy dombon lakik. Szeretnék elddnteni, hogy me-
lyikiik lakik magasabban. Ehhez egy GPS vev6rsl olvastak le a tengerszint feletti
magassagot, minkettjiik toronyszobajanak ablakaban. A GPS vev§ altal jelzett ma-
gassag hibaval terhelt: a mutatott érték normalis eloszlasti, aminek varhato értéke a
tényleges magassag, szorasa viszont ismeretlen (de minden mérésnél ugyanaz). Mo-
ricka és Pistike mindkét magassiagot tobbszor is megmeérte kiillonbéz6 idépontokban,
igy a mérések fiiggetlennek tekinthetdk. A kovetkezs adatokat mérték (méterben):

Moricka | 265 | 259 | 266 | 274 | 268 | 268
Pistike | 275 | 267 | 271 | 268 | 261 | 265

a.) Dontsiink 95%-os szinten arrél a hipotézisrdl, hogy Pistike ablaka legalabb olyan
magasan van, mint Morickaé!

b.) Déntsiink 95%-os szinten arrol a hipotézisrsl, hogy Moricka ablaka legalabb olyan
magasan van, mint Pistikéé!



