Fels6bb matematika villamosmérnokoknek - Sztochasztika
2. ZH megoldasok, 2022 &sz

Minden megoldast részletesen indokolni kell. Azon beliil minden alkalmazott jelolést be kell vezetni.

Munkaidé: 90 perc

1. Egy jarvany soran egy fertézott személy véletlen szami ismerdGsét fertézi meg, mieltt meggyo-
gyul. Rost von Piripocs szamitésai szerint a megfert6zott ismerGsok szdmanak eloszlasat az
alabbi generatorfiiggvény irja le:
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a.) Mi az esélye, hogy egy fert6zott személy egyik ismerdsének sem adja tovabb a betegséget?
(2 pont)

b.) Mi az esélye, hogy valaki pontosan egy ismerdsét fertézi meg? (2 pont)
c.) Atlagosan hany embert fertz meg valaki? (2 pont)

d.) A fertzott ismerdsok tovabbadhatjak a fertézést méasoknak: mindenki ugyanolyan eloszlas
szerint, az el6zményektdl fliggetleniil. Mi a valdszintisége, hogy a jarvany globalis jarvannya
fog kinéni? (Vagyis, mekkora valoszintiséggel él tovabb a fertGzés ,orokké”?) (Tipp: ha egy
harmadfoki egyenletnek eqy gyokét tudjuk elére, az segit a tobbi gyok megtaldldsdban.) (4
pont)

Megoldas: Legyen X a megfert6zott ismerGsok szama, ennek generatorfiiggvénye g.

a.)

c.)

d.) A fertézottek kozott nevezziik nulladik generdcionak a kezdeti egyetlen fertGzottet, és n > 0-
ra nevezziik n+ 1-edik generdcionak azokat, akiket az n-edik generacio tagjai megfertGznek.
Legyen Z, az n-edik generacié tagjainak szama. Igy Z, Galton-Watson elagazo folyamat
X egylépéses utdédszammal. Mivel m = EX > 1, a folyamat pozitiv valoszintiséggel nem
hal ki, a kihalasi valoszintiség pedig a g(z) = z fixpont-egyenlet egyetlen 0 < z < 1
megoldasa. Az iteracioval kapott numerikus megoldasokat elfogadjuk. Papiron az alabbi
mo6don szamolhato:



Mindkét oldal nemnegativ, igy négyzetre emelhetjiik.
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423 522 4+1=0

Vegyiik észre, hogy z = 1 mindig megoldas, igy a baloldalon polinom osztast hajthatunk
végre z — 1-gyel.
422 — 2 —1=0
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a kihalas valoszintisége. Igy tehat annak a valészinisége, hogy nem hal ki, durvan 36%.

~ 0,6404

2. Egy matematika weboldalra atlagosan 8 6ranként érkezik egy meme. A vilag barmely pontjarol
kiildhetéek be memek, igy az esti 6rakban sem csokken a gyakorisaguk. A memek 20%-a szovice,
30%-a fizikus vice (7% = g = 10), 40% jeldlésekbdl eredd vice, 10% pedig egyéb.

a.)

b.)

Pistike csak a fizikus vicceket szereti. Mi a valoszintisége, hogy 2 nap alatt legfeljebb egy
ilyen viccet talal? (5 pont)

Egy napon 5 meme érkezett be. Mi az esélye, hogy ebbdl 3 este 8 és éjfél kozott jelent meg?
(5 pont)

Megoldas:

a.)

Valasszunk egy napot egység idének. Ekkor a bejové memek Poisson folyamat szerint
érkeznek \ = 3 paraméterrel. A fizikus memek ennek a 30%-os ritkitasa, igy egy 0.9
paraméterii Poisson folyamattal van dolgunk. Tehat a két nap alatt beérkezé fizikus memek
szama X ~ Poi(1.8). Ebbél

PX<1)=e ' +18 e =28 ¢1%20.4628

Fontos, hogy feltételes valoszintiséget keresiink. Ha tudjuk a nap folyaman beérkezett me-
mek szamat, akkor ezen beliil az egyes memek érkezési id6p0ntjai egyenletes eloszlastak és
ﬁiggetlenek igy mindegyik a tobbitdl fliiggetleniil p := 5> = = esellyel érkezik 20 : 00—0 : 00
kézott. Igy tehdt az ezen iddszakban érkezd memek szama Y ~ Bin(5, ¢). Ebbdl

== (7) (1) (2) =00

Alternativ megoldds: Az id6t mérjiik most 6raban, és legyen X, 4 az [a, b] id6intervallumban
érkez6 memek szdma, igy X[, ~ P01( ¢). Fontos, hogy X024 és X202 NEM fiiggetlenek,
viszont X[O,QO] és X[20724] mar 1gen lgy

]P(X[ZO 24] = 37 X[O 24] = 5) ]P(X[O 20] = 2 X[20 04] = 3)
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3. A piripocsi panel-lakdtelepen az utcak szabalyos négyzetracsot alkotnak: 4 észak-déli és 4
kelet-nyugati utca van, 16 utcasarokkal. Egy macska esténként véletlenszertien sétal a panelek
kozott, minden sarkon egyenld valoszintiséggel valasztva a kivezets utak koziil (beleértve azt is,
amelyiken jott), az el6zményektdl fiiggetlentil.

a.) Feltéve, hogy a lakotelep dél-nyugati sarkabol indult, mi a valoszintisége, hogy két lépés
utan visszatért? (3 pont)

b.) Feltéve, hogy a lakotelep dél-nyugati sarkabol indult, koriilbeliil mennyi a valoszintsége,
hogy 200 lépés utan az észak-keleti sarokban lesz? (3 pont)

c.) Jellemezziik a macska helyzetét (z,y) koordinatakkal, ahol z,y = 0,1,2,3! Cicank egy
(nagyon) hosszt téli estén N-szer ér el valamelyik utcasarokra. Ezeknek hanyad részében
jar a (0,0), a (0,2) illetve a (2,1) koordinataknal? (4 pont)

Megoldas:

a.) Béarhova is 1ép elGszor, onnan mindenképpen % a visszalépés valoszintisége, igy
L : , 1 1
P(2 1épésben visszatér | sarokbol indul) = 3

b.) Legyen X,, a macska altal az n-edik lépésben felkeresett utcasarok. Igy X, idében staci-
onarius Markov lanc. Az S allapottér véges (16 elemt) és irreducibilis, a 200 lépés pedig
hosszi id6, ezért a Markov ldncok alaptétele szerint a keresett valoszintiség jo kozelitéssel
az egyetlen 7 stacionarius eloszlas altal az észak-keleti sarokhoz rendelt sily LENNE, ha
a Markov lanc aperiodikus LENNE. Am ez a Markov lanc periodikus 2 periodussal, mert
visszatérni mindenhova csak péaros lépésben lehet. Igy azokra a csicsokra — koztiik az
észak-keletire, amik elérheték 200 lépésben, dupla valésziniiség jut:

P(X900 = EK | Xg = DNy) =~ 27y

Vegyiik észre, hogy X, egyszerid szimmetrikus bolyongds az utcasarkok altal alkotott 16
csucsu grafon. Gyakorlatrél tudjuk, hogy ennek stacionarius eloszlasa aranyos a
csticsok fokszadmaéaval: minden z csicsra

d(x)
ZyES d(y> .

Ty =

A fokszamok Gsszege az élek szaimanak kétszerese, esetiinkben 2-4-3 = 48, vagyis m, = &g)'

Az észak-keleti sarok fokszama 2, igy

B 2 1
P(Xs900 = EK | Xg = DNy) = 2mpx = 2— = —.
(X200 | Xo y) TEK 18 12
Megjeqyzés: A feladat sajtohibas. Eredetileg dél-keleti sarkot akartam kérdezni, ahova 200
lépésben pont nem lehet eljutni, igy a valdsziniség nulla. Bocs, bocs. Cserébe aki rajott,
hogy a Markov linc periodikus, az megkapott a 3 pontbol 2-t.

c.) Mivel az X,, Markov lanc véges allapottert és irreducibilis, az N 1épés pedig sok, az ergod-
tétel szerint hosszu tavon minden x allapotban a (diszkrét) id6 m, hanyadat tolti, ahol 7 az



egyetlen stacionérius eloszlas. Ezt szerencsére mar az el6z6 pontban kiszamoltuk: hosszi
tavon az N diszkrét id6

2
T(0,0) I8
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T(0,3) :4_8
4
T(2,1) :4_8

hanyadat tolti az emlitett utcasarkokon.

4. Egy tantargyra 200 hallgato jar. Korabbi évek statisztikai alapjan minden hallgato 60% eséllyel
ér el legalabb elégségest pot-ZH nélkiil, a tobbiektdl fiiggetleniil.

a.) Normaélis eloszlas segitségével adjunk kozelitést annak az esélyére, hogy t6bb mint 136
hallgato lesz, akinek nincs sziiksége pot-ZH-ra! (5 pont)

b.) Adjunk felss becslést a fenti kozelités hibajara! (5 pont)
Megoldas:

a.) Legyen n =200 és i = 1,2,...n-re legyen X; = 1, ha az i-edik hallgat6 elkeriili a p6tZH-
t, 6s X; = 0, ha nem. Igy az X; valoszintiségi valtozok i.i.d. Ber(0.6) eloszlastiak és
S, = X; +--- + X,, a sikeres hallgatok szama. Igy

m :=E(X;) =0.6
o :=D*(X;) =0.6-0.4 =0.24

és a centralis hatareloszlas tétel (CHT) szerint S’\L}% jo kozelitéssel standard normaélis
eloszlast, ezért

P(Sn2136):IP’(S"_nm>150_nm):IP’(S"_nm> 16 )

vno T \/no Vvno T 4/200-0.24
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b.) A CHT kozelités hibaja a Berry-Esseen tétellel becsiilhetd. Ehhez sziikségiink van a har-
madik centralis momentumra.

6 =E (| X1 — 0.6]°) = P(X; = 0)[0 — m|* + P(X; = 1)|1 —m|* =
=0.4-0.6%+0.6-0.4> = 0.1248

Innen C' = 0.4748 konstanssal

hiba = ~ 0.036 = 3.6%

P(S,>136)—[1—-® 4v3 < 5(5 _ 0.474§ -0.1248
3 ody/n 0.242 - /200




