Fels6bb Matematika Villamosmérnokoknek - Sztochasztika
1. ZH potlasa — megoldasok
2018 65z, 2018.12.06 18:00
Munkaidé: 90 perc. A nulladik feladat 0 pontos, a t6bbi mind 9 pontot ér.

1. Egy asztalon harom dob(’)kocka van. Egy szabalyos, kettd pedig cinkelt —az egyik cinkelten
a 6-0s valoszmusege S, a mas1k0n =. Vaktaban felvesziink egy kockat és addig dobéaljuk,
amig ki nem jon egy 6 0S. Menny1 a sziikséges dobasok szaméanak varhato értéke?

Megoldas: Legyen i = 1,2, 3-ra A; az az esemény, hogy az i-edik kockat valasztjuk. Igy
{A1, Ay, A3} teljes eseményrendszer, P(A;) = P(Ay) = P(A3) = 1. Legyen X a dobott
szam. Adott i-re X feltételes eloszlasa A; feltétel mellett geometriai p; paraméterrel, ahol
pL=%, P2 =5, p3 = 75. Bzért E(X|4;) = EGeom(p;) = pii. Veégiil a teljes varhato érték

tétel miatt ,

3
6+2+10
EX = Z( E(X|A;) :ng i — 6.
i=1 i=1 v

2. Egy tutkeresztez6désen percenként dtlagosan 5 személyautd és 2 teherauté megy keresz-
tiil. (A tobbi jarmi szdma elhanyagolhato.) A személyautok § valoszintiséggel mennek
a megengedettnél gyorsabban, a teherautok pedig % valoszintiséggel, egyméstol fiiggetle-
niil. Mennyi a valosziniisége, hogy egy két perc hosszisigu idGintervallumban legalabb 3
gyorshajto halad at a keresztez&désen?

Megoldas: Esszerii feltevés, hogy a jarmiivek Poisson folyamat szerint érkeznek, éspedig
a személyautok és a teherautok egymastol fiiggetlen Poisson folyamat szerint. (Megjegy-
2€s: ez a feltevés addig életszert, amig a forgalom kicsi (nincs tele az it), igy az egyes
jarmivek tudnak tényleg figgetlenil ,,donteni” arrdl, hogy éppen ott legyenek-e vagy sem.)
Ha az id6t percben mérjiik, akkor a feladat szovege szerint a személyautok folyamatanak
rataja 5, a teherautoké 2.

A feladat masodik mondatat gy értettem, hogy a keresztezddésen dthalado személyautdk
ill. teherautok mennek gyorsan i ill. % valosziniiséggel. (Es nem pedig az titon kdzlekedd
Osszes: ez nem teljesen mindegy, mert a gyorsan mendk tobb keresztezGdésen mennek
at idGegységenként. Koszonet az észrevételért Rath Balazsnak.) Remélem, mindenki igy
értette.

Ezek szerint a gyorshajto személyautok illetve teherautok folyamata ritkitdsa az eredeti
folyamatoknak, vagyis ezek is fiiggetlen Poisson folyamatok, 5 - i illetve 2 - % rataval. Igy
az Osszes gyorshajto egyiittesen is Poisson folyamat szerint érkezik, A :=5 - i +2- % =3

2
rataval.

Tekintsiink egy fix két perc hosszi idGintervallumot, és legyen X a keresztezGdésen ezalatt
dthalado gyorshajtok szama. Igy X ~ Poi(\-2) = Poi(3). Vagyis

P(X>3) =1-[P(X =0)+P(X =1) + P(X =2)] =1 —¢™" [?5?+31+?2’j‘

9
=1—¢e3 <1+3+§) ~ 0.577

2
4-2%"

3. Egy X valoszintiségi valtozo generatorfiiggvénye g(z) =

a.) Mennyi X varhato értéke?
b.) Mennyi X szorasa?
c¢.) Mennyi a P(X = 0) és a P(X = 1) valosziniiség?
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d.) (Bénusz:) Tényleg, van olyan valoszintiségi valtozo, aminek ez a generatorfiiggvénye?

Megoldas:

a.) §'(z) = g5 22) 5(—27In2) = (24111;2);, igy EX =¢'(1) = (24 57 = In2~0.69.

n z\2 z z Z In 1. 2
b) ¢'(z) = 22222y fffi ZEZRDamibsl ¢"(1) = 3(In2)% Tgy Var(X) =

d"(1)+4¢'(1) — ¢ (1)> =2(In2)? + In2 ~ 1.654.
c) P(X =0)=g(0) = 125 = 2, P(X = 1) = ¢g/(0) = 2ln22) — 2In2 (154

-0 ~ 3 (4—20)2 —
d.) Igen. Legyen N ~ PesszGeom (p = %), igy N generatorfiiggvénye gy (z) = ﬁ =
5. Legyen Y1,Y,. ... egymastol és N-t6l is fiiggetlen, Y; ~ Poi(A = In2). fgy az

A1) = 261 = 921 = 2 Fyért az

Sy == SN Y; véletlen tagszamu Gsszeg generdtorfiiggvénye goy (2) = gn(gy(2)) =
1 2

Yi-k kozos generatorfiiggvénye gy (z) = e

2_% = 1-2=:

. Egy pok &ltal lerakott peték szama Poisson eloszlasi A = 50 varhato értékkel. Minden
pete p = é valoszintiséggel kel ki, egymastol és a peték szamatol is fliggetleniil. Mi a
kikelt peték szaménak eloszlasa? Miért? (A feladat megoldhato pl. a generatorfiiggvény

kiszamolasaval, de tgy is, ha egy tanult tételt alkalmazunk.)

1. megoldas: Legyen N ~ Poi()\) a lerakott peték szama. i = 1,2,...-re legyen X; = 1,
ha az i-edik pete kikel, és X; = 0, ha nem. A feladat szévege szerint X; ~ B(p), és az
X;-k fiiggetlenek egymastol és N-t6l is. A kikelt peték szama az Sy = Zf\il X; véletlen
tagszamu Osszeg. A generatorfiiggvények g := 1 — p jeloléssel:

N (2) = gpoiy (2) = 7Y
9x,(2) = 9B (2) = ¢+ pz

)=
gsy (’Z) = gN( Xz( )) AL )\(pZ*p) = epA(Zil) = GPoi(p))(2)>

vagyis Sy Poisson eloszlasu pA = é50 = 10 paraméterrel.

2. megoldas: Szabad tudni, hogy Poisson eloszlas ritkitasa is Poisson eloszlasi, a
varhato érték pedig persze pA. Vagyis a kikelt peték szama p\ = 10 paraméteri Poisson
eloszlés.

. A  Mindent Bele” szamitogépes virus nem tul 6vatos: amit csak tud, megprobal megfer-
tézni. Emiatt az esetek 99%-aban azonnal észre is veszi egy virusirtd vagy egy rendszer-
gazda, és letorli. A maradék 1%-nyi esetben viszont nem bukik le azonnal, hanem fertéz,
éspedig az el6zményektdl fiiggetlen véletlen szamu gépet, aminek eloszlasa ﬁ paraméte-

rii pesszimista geometriai. (Vagyis P(k fert6zés | nem bukik le azonnal) = (%)k 5, ahol

k=0,1,2,....) Kezdetben a virusbol egyetlen példanyt engednek szabadon. Jelolje X
ezen legelsG példany altal megfert&zott gépek szamat.

a.) Szamoljuk ki X generatorfiiggvényét. Tipp: szamolhatjuk az eloszldst teljes valdszi-
niséqg tétellel, vagy kézvetleniil a generdtorfiigguényt teljes varhato érték tétellel.

b.) Mennyi X varhato értéke? Tipp: ez szamolhato az elézd eredmény felhaszndldsdval,
vagy kézvetlendil is.

c.) Mennyi a valoszintisége, hogy a virus legkésébb a masodik generaciora kihal? (A
legels6 példany alkotja egyediil a nulladik generaciot.)

d.) Mennyi a valosziniisége, hogy a virus terjedése el6bb-utobb megall?

e.) Mennyi a virus terjedése soran megfert6zott Osszes gép szamanak varhato értéke?
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Megoldas:

a.) Legyen Ay az az esemény, hogy a virust azonnal felfedezik, A; pedig az, hogy nem.
Legyen p = ﬁ ésq=1—p= %. gy {Ag, A1} teljes eseményrendszer, P(A;) =
p, P(Ag) = q. Az Ay feltétel mellett X = 0, mig az A; feltétel mellett X ~

PesszGeom(p). gy a teljes varhato érték tétel szerint X generatorfiiggvénye

g(Z) = E<2X) = P(AO)E<2X|AO) + P(AIME(ZX‘AI) - qE(ZO) _'_ngesszG’eom(p)(z) =
9 1 gz 9 1 1

1—q2 100 1001 — %Z 100 100100 — 99z

=q+p

b.) m = EX = P(A)E(X|Ag) + P(A)E(X|A) = q¢-0+p- (117 . 1) _ 1001 _ 99

100 100°
Persze ugyanez jon ki mint EX = ¢'(1).

c.) Legyen Z, az n-edik generaco elemszama. Ekkor Z,, Galton-Watson elagazo folyamat
X egylépéses utodszameloszlassal. Vagyis ha r, := P(Z,, = 0) a kihaléas valoszintisége
az n-edik generacioig, akkor az r, sorozat eleget tesz az rq = 0; 1,01 = g(r,), ha
n > 0 rekurzios szabalynak. Vagyis

To = 0
9 1 1
= —g(0) = - 4 —— —(.9901
m = 9(ro) = 9(0) = 755+ 190 00
99 1 1
ry = g(r1) = ¢(0.9901) = — 4+ — ~ 0.99505.

100~ 100100 — 99 - 0.9901

d.) Mivel m < 1, a folyamat szubkritikus, igy a kihalas valoszintisége r., = 1.
e.) N =" jeloléssel, mivel m < 1, tudjuk, hogy EN = - = —L = 100. (Ebbe

1-m 1-35%
bele van értve a kezdetben szabadon engedett egyetlen példéany is.)



