Fels6bb Matematika Villamosmérnokoknek - Sztochasztika
1. ZH 2. potlasa — megoldéasok
2018 G5z, 2018.12.13 10:00
Munkaidé: 90 perc. A nulladik feladat 0 pontos, a to6bbi mind 9 pontot ér.

0. Irjara a ZH-ra a gyakorlatvezetd nevét és a gyakorlat iddpontjdt (meg persze a sajat nevét
és Neptun-kodjat is). Lehetséges helyes megoldasok: Prokaj Rudolf, kedd 14-16 (E402) ;
Prokaj Rudolf, csiitortok 14-16 (E402) ; Rokob Sandor, csiitortok 10-12 (R507); Rokob
Sandor, péntek 10-12 (R515)

1. Egy kétszemélyes internetes vetélkedc’ijétékban Pistike ellenfelét véletleniil sorsoljak ki,

s , 5 2 s 2 9 2 2 s 2
igy az ellenfél {5 valoszintiséggel ,kezdd”, 1—0 valoszintiséggel ,haladd”, 5 valosziniséggel

pedig ,profi” lesz. A kisorsolt ellenféllel azutan Pistike tobb menetet is lejétszik. Az egyes

meneteket a kezdok ellen > 15 valoszintiséggel nyeri meg, a haladok ellen 2, a profik ellen

pedig & valoszintiséggel. Ha nem nyer, akkor veszit (dontetlen nincs).

10°

Pistike az elsG két menetet elveszitette.

a.) Mi annak a valoszintisége, hogy az ellenfele profi?
b.) Milyen (a feladat szovegében ki nem mondott) feltevéssel éltiink az egyes menetek
kimenetelét illetGen?

Megoldas:

a.) Jeloljiik K-val azt az eseményt, hogy Pistike ellenfele kezds, H-val azt, hogy halado,
P-val azt, hogy profi, V-vel pedig azt, hogy Pistike az elsd két menetet elvesziti. A
Bayes tétel miatt

B P(P)P(V|P) _
PIPIV) = 3P (V|K)+ P(H)P(V|H) +P(P)P(V[P)
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b.) Azt hasznlaltuk ki, hogy az egyes menetek kimenetelei feltételesen fiiggetlenek,
feltéve, hogy ki az ellenfél, vagyis pl.

1\2

P(V|K) = P({els6t elvesziti}|K) x P({mésodikat elvesziti}|K) = (1—0) .
Figyelem: az egyes menetek kimenetelei csak feltételesen fiiggetlenek, anélkiil
nem, hiszen (barki kiszamolhatja)

P(V') # P({els6t elvesziti}) x P({mésodikat elvesziti}).

2. Egy portasnak a hatalmas zsebében 6 kulcscsoméja van, mindegyiken 6 kulccsal. Minden
kulcscsomon csak egyetlen olyan kulcs van, ami belemegy a portasfiilke zarjaba, de ebbél
a 6 kulesbol is csak 1 nyitja a zarat. A portas hajnalban dlmosan érkezik. Vaktaban kivesz
egy kulcscsomot a zsebébdl, majd vaktaban probélgatja a rajta 1év6 kulcsokat, amig az
egyik bele nem megy a zarba. Ha ekkor a zar nem nyilik, a kulcscsom6t visszadobja a
zsebébe, és kezdi az egészet elolr6l — mindaddig, amig a zar ki nem nyilik.

Mennyi a zéar kinyitasdhoz sziikséges probalkozasok szamanak varhato értéke? (Egy pro-
béalkozas alatt azt értjiik, amikor egy kulcsot megprobal beledugni a zarba (és ha sikeriil,
megprobalja elforditani).)



1. megoldas: Legyen N az, hogy hanyadik zsebbe-nytlasra veszi el a j6 kulcscsomot, X
pedig az, hogy a k-adikra elévett kulcscsomon hanyadik probalkozasra taldlja meg a zarba
belemend kulcsot. Ekkor minden X, és N is geometriai eloszlasi p = % paraméterrel, igy
EX, =EN = % = 6. A zar kinyitasdhoz sziikséges probalkozasok szama pedig éppen az

N
SN = ZXk
k=1

véletlen tagszamu Osszeg, ezért ESy = ENEX; =6 -6 = 36.

2. megoldas: Legyen T a zar kinyitasdhoz sziikséges probalkozasok szama. Legyen A
az az esemény, hogy elsére jo kulcscsomot vesz el6, B pedig az, hogy rosszat. Igy {A, B}
teljes eseményrendszer, P(A) = &, P(B) = 2. Nyilvan E(T|A) = 6.

Vegyiik észre, hogy E(T|B) = 6 + ET', pont azért, mert ha rossz kulcscsomot vesz eld.
akkor varhatéan 6 probalkozas utan kezdheti el6lrél.

Igy a teljes valosziniiség tétele szerint
1 5 5
ET = P(AE(T|A) + P(B)E(T|B) = ¢ -6+ - (6 + ET) = 6 + ET.

Az egyenletet megoldva kapjuk, hogy ET = 36. (Az egyenlet megolddsdndl kihaszndltuk,
hogy ET < oo, de ezt azért mindenki elhiszi.)

. Egy 1000-oldalas konyvben 1500 sajtohuba van, véletlenszertien elszorva.

a.) Koriilbeliil mennyi annak a valoszintisége, hogy a 13-adik oldalon legalabb 2 sajtohuba
van?

b.) Koriilbeliil mennyi annak a valoszintisége, hogy a 13-adik oldalon legalabb 2, a 42-
ediken pedig pontosan 2 sajtohuba van?

c.) A sajtohubsknak kb. 1-a vesszéhiba (abban az értelemben, hogy minden sajtohuba
% valosziniiséggel vesszGhiba, a tobbitdl fiiggetleniil). Mennyi annak a valoszintisége,

hogy a 13-adik oldalon legalabb 2 vesszGhiba és pontosan 1 egyéb sajtohuba van?

Megoldas: Az egyes oldalakra esé sajtohubdk szama Poisson eloszlassal kozelithetd,
mivel sok sajtohuba probalkozik egyméastol 1ényegében fiiggetleniil, hogy pont oda essen,
és ez mindegyiknek kicsi valoszintiséggel sikeriil. S6t, az egyes oldalakon 1év§ sajtohubak
szama, jo kozelitéssel fiiggetlen, ugyanilyen megfontolasbol. FEzek utédn csak a varhato
értékiikre van sziikség, ami persze az adott oldalszdmra es§ hubak atlagos szama.

a.) Jelolje X13 a 13-adik oldalra es6 sajtohubak szamat. A fentiek alapjan ez jo kozeli-

téssel Poisson eloszlast A = % = 1.5 paraméterrel, vagyis
AF 1.5)"
P(Xi3 =Fk) ~ e*AF = 6*1-5( k;') (k=0,1,2,...).

Emiatt
P(X;3>2)=1-P(X=0)-PX=1)~1-e' - . 15044

b.) Legyen Xj5 a 42-edik oldalra es§ sajtohubak szama. A fentiek miatt X9 is Poi(1.5)
eloszlassal kozelithets és Xy3-t0l jo kozelitéssel fiiggetlen, vagyis

1.5)2
( 5) ~ 0.11.

P(X13>26s Xgo=2) ~ P(X13>2)P(Xy =2) ~ 044 -1



c.) S6ts6t, a vesszGhibak és az egyéb sajtohubdk szama jo kozelitéssel kiilon-kiilon is
Poisson eloszlasi és egymastol fiiggetlen, ugyanilyen megfontolasbol. Ezért ha Yis
a 13-adik oldalon lév6 vessz6hibak szama, 713 pedig a 13-adik oldalon 1évG egyéb

1500- % 7 p 500-2 K
T000-)> Z13 ™~ 02( Too0-) ¢S eze

sajtohubak szama, akkor jo kozelitéssel Yi3 ~ Poi(—*
fiiggetlenek. Igy

P(Yis>26s Ziz=1)~ (1 —e**(140.5)) (e' - 1) ~0.033.

24222432345254828 +cz13
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. Egy X valoszintiségi valtozo generatorfiiggvénye gy (z) =
a.) Mennyi a ¢ konstans értéke?

b.) Mennyi a P(X = 10) valosziniiség?

c.) Miaz Y :=2X + 1 valoszintiségi valtozo generatorfiiggvénye?
Megoldas:

a.) Mivel gy generatorfiiggvény, gx(1) = 1 kell, hogy legyen, amibdl ¢ = 23.
b.) Legyen k =0,1,2,...-re p, = P(X = k). Ekkor definici6 szerint

3 3 1 2 3 3 5 8 23
xX(Z) =P + —+ A + = —2z2 4+ — 8 13
g ( ) 0 P12z P2 pPsz z Z + —2° 4+ — _|_ + z,

amibdl p1g = 0. (Magyarul: a polinom Taylor-sora 6nmaga.)

c.) Y :=2X + 1 generatorfiiggvénye

gy(z) =E (ZY) =E (ZQXH) =2E <(z2)X> = 20x (22)
23 4+ 22° + 327 + 52 4 8217 4 23277
42 .

. Moricka kal6zprogram-keresés kézben egy olyan weblapra jutott, ami miatt a béngészs-
jének ablakai tjabb és tjabb ablakokat nyitnak meg maguktol: minden ablak, miel6tt
Morickanak sikeriil bezarnia, - 15 valosziniiséggel 1 1j ablakot nyit, 1—0 valoszintiséggel 2-t,
1% valoszintiséggel pedig egyet sem. Nevezziik nulladik generacionak a kezdetben nyitva
1év6 egyetlen ablakot, els6 generdcionak az ez altal megnyitott ablakokat, méasodik gene-

racionak az elsé generaci6 tagjai altal megnyitottakat, stb.

a.) Adjuk meg a 2. generécié elemszaméanak generatorfiiggvényeét.
b.) Mennyi a 10. generaci6 elemszaméanak varhato értéke?

c.) Mennyi annak a valészintisége, hogy Morickanak még a 2. generacioé megjelenése elGtt
sikeriil kiirtani a felugré ablakokat?

d.) Mennyi annak a valoszintisége, hogy Morickanak elgbb-utobb sikeriil minden ablakot
bezarni?

Megoldas: Legyen Z,, az n-edik generacio6 elemszama. Ekkor Z, Galton-Watson elégaz()
folyamat Z, = 1-gyel. Legyen X = 7, az els6 generacio elemszama. P(X = 0) =

16
PX=1)= 1% és P(X =2) = =, igy X generatorfiiggvénye

10’
4 3 3,

g(z):—0+1—0 +—Oz,

, s 4 3 3 _ 9
Varhatoertekem—1—-O+ﬁ~1+ﬁ~2_ﬁ.



a.) Zo generatorfiiggvénye

) mglo) = b (A3 3) 3 (4, 3Ly
922 =99 =70 " 10\10 " 10° T 107 o\10 107" 107 )

b) EZlO =My = mlo = 0.910 ~ (0.349.
c.) Legyen r, = P(X,, = 0), igy a kérdés ry. Tudjuk, hogy ro = 0 és r,11 = g(ry), igy

4 4 4 4\?* 4 120 + 4
_)_ 3 3( ): 00+120+48 _ g
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d.) Mivel m < 1, a folyamat szubkritikus, a kihalds valoszintisége 1.



