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2. ZH 2. potlasa — megoldasok
2018 G5z, 2018.12.13 10:00
Munkaidé: 90 perc. A nulladik feladat 0 pontos, a to6bbi mind 9 pontot ér.

1. Egy kis telefonkézpontba érkezs, egymast kovets hivasok kozott eltelt id6 mindig expo-
nencidlis eloszlast 1 perc varhato értékkel, és fliggetlen az el6zményektsl. Adjunk nagy
eltérés becslést annak valdszintiségére, hogy reggel 8 6ratol szamitva a 400-adik hivasra
kevesebb, mint 5 6rat kell varni.

(Segitség: a X\ paraméterid exponencidlis eloszldis Cramér féle ratafiigguénye
I(x)=Xx—In(Az) =1 (hax>0).
A X\ paraméterd Poisson eloszlds Cramér féle ratafiigguénye

I(z) =zln(x/N\) —xz+ X (hax >0).)

1. Megoldas: Legyen n = 400 és Xy, Xo,..., X, fiiggetlen azonos 1 paraméterd ex-
ponencidlis eloszlast valoszintiségi valtozok: azt jelentik, hogy az egyes hivasok kozott
mennyi id§ telik el (percben). Igy S, := X; +--- + X,, a 400-adik hivés ideje, és a kérdés
P(S, < 300). Erre a Hoeffding-egyenl6tlenség nem alkalmazhatd, mert az X;-k nem kor-
latosak. Marad a Cramer tétel. Ehhez a kérdéses valoszintséget P(S, < 300) = P(5= €
(0,3]) =P(22 € (a,b]) alakba irjuk. Mivel EX}, = m-re b < m, a Cramer tétel szerint (az
exponencialis eloszlas ratafiiggvényét hasznalva A\ = 1-gyel)
Sn

P(22 € (a,b]) S e ™0 = 7101 o= 15:07 984 . 1077,
n

2. Megoldas: Vegyiik észre, hogy a hivasok Poisson folyamat szerint érkeznek, ezért az
1 perc alatt érkezé hivasok szama Poisson eloszlasi A = 1 varhato értékkel, és az egyes
percek fiiggetlenek. Igy ha n =300 és S, = X, +---+ X,, az 5 6ra alatt befutott hivasok
szdma, ahol X; ~ Poi(1), akkor a kérdés P(S, > 400). Mivel § > m = EX;, = 1, a
Cramer tétel szerint (a Poisson eloszlas ratafiiggvényét hasznalva A = 1-gyel)

P!
P(S,, > 400) = IP(S— € [5, 50)) e 0IG) & 1307 2841077,
n

3. Megoldas: Pontosan ugyanezt kapjuk akkor is, ha egybevessziik az 5 6ra alatt érkezd
osszes hivast: a 300 perc alatt érkez6 hivasok szama Poisson eloszlasu A = 300 varhato
értékkel. Tgy alkalmazhatjuk a Cramer tételt az S, = X, egytagi sszegre (n = 1), ahol
X1 ~ Poi(300), és a kérdés P(S,, > 400). Mivel 400 > m = EX; = 300, a Cramer tétel
szerint (a Poisson eloszlas ratafiiggvényét hasznalva A = 300-zal)

P(S, > 400) = 1[»(i € [400, 00)) < e HMH00) 5 o=15:07 5 9 84 . 1077,
n

2. Bergengocia elektromos halozatara tizezer fogyasztd kapcesolodik. Koziilikk 9000-nek 32
amperes biztositéka van, vagyis az altala felvett teljesitmény legfeljebb 324 x 230V =
7360W lehet. A maradék 1000 fogyasztonak 100 amperes biztositéka van, igy legfeljebb
100A x 230V = 23000W teljesitményt vehet fel. Bergengociaban a ,csicsidg” délutan
2-kor van, ekkor mérik a legnagyobb fogyasztast. A bergengo6c elektromos miiveknek az
egyes fogyasztok csicsidébeli fogyasztasanak eloszlasardl (a fenti korlatokon til) fogalma
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sincs, de azt tudjik, hogy az egyes fogyasztok fogyasztéasai fiiggetlenek, és hogy az dtlagos
dsszfogyasztds csticsidében 3.2-107WW. Mekkora kell legyen az elektromos halézat K ssz-
teljesitménye (Watt-ban), ha azt akarjak, hogy a cstcsids-beli ossz-fogyasztas 1 — 1078

valoszintiséggel K alatt maradjon?
Megoldas:

Legyen n = 10000 és a cstcsidébeli 6ssz-fogyasztéas S, = X1+ - -+ X10000, ahol X1, ..., X10000
az egyes fogyasztok fogyasztasai Watt-ban. A Hoeffding-egyenlétlenség szerint minden

pozitiv t-re

2
P(S, > ES, + 1) < exp <_Z" (th a>2>7
i=1\Yi — %

ahol ES,, = 3.2 - 107 a szdveg szerint, a; és b; pedig az i-edik fogyasztas also illetve felss
korlatja: a konkrét esetben mindegyik a; = 0, a b; pedig a 9000 kisfogyasztora 7360, az

1000 nagyfogyasztora pedig 23000. Igy a nevezébeli szumma

n

Z(bi —a;)* = 9000 - (7360 — 0)? 4+ 1000 - (23000 — 0)* = 1.0165264 - 10'2.

i=1
A 1078-0s biztonsaghoz legyen tehat K = ES,, +t, ahol

2t

o (‘ S (b — a)?

Ez utobbit t-re megoldva

) =10 (és nem pedig 1 —107%).

n . q.)2
t= \/— ZH(% ;) In(10-8) = v/4 - 1.0165264 - 102 - In 10 ~ 3.06 - 10,

vagyis K = 3.2+ 107 + 3.06 - 105 = 3.506 - 107 j6 lesz.

. Moricka egy golyos iigyességi jatékot jatszik, ahol egy csapégygo-
lyot kell végigvezetni egy akadalypalyan. Az els6 palyat gyakorolja,
ahol 3 nehéz akadélyon kell atjutni. Moricka az elsé akadalyon i, a
mésodikon %, a harmadikon % valoszintiséggel bukik el, az el6zmé-
nyektdl fliggetleniil. Ilyenkor a goly?é ,leesik”, és Moricka kezdheti
az egészet elGlrél. Ellenkez6 esetben tovabbjut a kdvetkezd akadaly-
hoz. Ha véletleniil mindharom akadalyon sikeriil tuljutnia, akkor
szintén tjrakezdi a legelejérdl.

Jelolje X,, azt, hogy n lépés utan Moricka éppen hany akadélyon
van tul — igy X, lehetséges értékei 0,1, 2, 3.

a.) Irjuk fel az X,, Markov lanc atmenetmatrixat.

Magical Intellect Ball

b.) Hosszu tavon melyik allapotban lesz a Markov lanc legtobbszor, és a 1épések mekkora

hanyadat tolti Moricka ezzel a leggyakoribb akadallyal?

c.) Hosszu tavon hanyadik akadéalyon bukik el legtobboszor Moricka, és a bukasok mek-

kora hanyada torténik ezen az akadalyon?

Megoldas:



a.) Az S =10,1,2,3} allapottérrel

1/4 3/4 0 0
1/3 0 2/3 0
/2 0 0 1/2
1 0 0 0

P =

b.) Keressiik a 7 stacionérius eloszlast, amihez megoldjuk a (P — I)Tn” = 0 lineéris

egyenletrendszert:
-3/4 1/3 1/2 110
3/4 -1 0 010
0 2/3 =1 010
0 0 1/2 —1]0

Ennek megoldésa az ), ¢ m; normélasi feltételt is figyelembe véve

_ (4 3 2 1
W“(E 0 10 'E)’

vagyis a Markov lanc a 0 allapotban van legtobbszor (hat persze), éspedig az ergodtétel

értelmében hosszu tavon a lépések f‘o—ében. (A lanc irreducibilis és aperiodikus, az

ergodtételt az egyes allapotok indikatorfiiggvényeire alkalmazhtajuk.)
c.) Alépések %—ében probalkozik Moricka az 1-es akadalyal, ezen beliil mindig i val.séggel
bukik el, vagyis a 1épések 1% . i = %—ében éppen az 1-es akadalyt bukja. Hasonloan a
2-es és 3-as akadalyt is a lépések %—ében bukja, vagyis hosszti tAvon mindharom

akadalyon ugyanannyiszor, az 0sszes bukés %-éban bukik.

. Pistike az ablakbol az utca forgalmat nézi. Személyautok és teherautok mennek arra,
mindkett Poisson-folyamat szerint: személyautobol percenként atlagosan 3, teherautdbol
percenként atlagosan 1. Pistike csak a teherautokat szereti. Jokedve 5-0s skalan valtozik
(1 &s 5 kozott): ha teherautot lat, 1-gyel felfelé ugrik (hacsak nem mér elGtte is 5-6s volt),
ha pedig személyautot, akkor 1-gyel lefelé (hacsak nem mar elGtte is 1-es volt). Legyen
X (t) Pistike jokedve a ¢ id6pillanatban, ¢t > 0.

a.) Modellezziik a rendszert folytonos idejti Markov lanccal. Irjuk fel X (¢) generatorat.
Indokoljuk.

b.) Hatarozzuk meg (X(t),t > 0) stacionérius eloszlasat. (Szabad észrevenni, hogy X
véges allapotterti sziiletési-haldlozasi folyamat.)

c.) Pistike a nézeldést teljes jokedvvel kezdte. Egy ora elteltével arra jar az apukaja.
Kozelit6leg mennyi annak a valoszintisége, hogy Pistikét teljes rosszkedvben (vagyis
1-es allapotban) talalja? Miért?

d.) Hosszu tavon az id6 hany szazalékaban lesz Pistikének 5-0s jokedve? Miért?

Megoldas:

a.) Az id6t mérjiik percben. Az allapottér S = {1;2;3;4;5}. Ugrani csak szomszédos
allapotba lehet, éspedig felfelé 1 rataval (mert a teherautok 1 rataval jonnek), lefelé
pedig 3 rataval (mert a személyautok 3 rataval jonnek). Persze az 1-bél csak felfelé,
az 5-bol csak lefelé lehet ugrani. Igy a generator

-1 1 0 0 O
3 =4 1 0 O
A=10 3 -4 1 0
0O 0 3 -4 1
o o0 0 3 =3



b.) A sziiletési-halalozasi folyamat stacionarius eloszlasa a szomszédos allapotoknak olyan
relativ silyt ad, ami reciproka az egymésba valo dtugrasok ratai aranyanak. Vagyis
m ime =3 : 1, m:my=3:1,m3:m=3:1, m w5 =3 : 1 Osszesitve
T Mo :mg 7wy s =81:27:9:3:1. Az aranysort lenormalva
_ (8 21 9 3 1
= (&1 T wm o 1)

Persze ugyanez jon ki, ha megoldjuk az AT7? = 0 egyenletrendszert (a transzpona-
las nagyon fontos), vagyis azt, hogy

-1 3 0 0 010
1 -4 3 0 010
0o 1 -4 3 0]0
o 0 1 -4 3|0
0 O 1 —1/0

c.) Egy ora hosszt id6. A Markov lanc irreducibilis, véges allapottert és folytonos ideji,
ezért a Markov lancok alaptétele szerint a kiindulasi allapottol fiiggetleniil a stacio-

narius eloszlassal kozelithetiink: P(Xgo = 1| Xo = 5) ~ m = 37 =~ 69%.

d.) Az f: S — R megfigyelhetd mennyiség iddatlagat keressiik, ahol

f@)::{L hai:5’

0, ha nem

avagy vektor-jeloléssel

~
I
o O O O

A Markov lanc irreducibilis és véges allapottert, igy az ergodtétel értelmében az
idatlag hosszti tavon Y., o mi f(i) = nf = m5 = oo ~ 0.8%.

5. Két nagy elektromos ellenallasrol szeretnénk eldonteni, hogy melyik a nagyobb. Sajnos
az ellenallast mérni csak hibaval terhelten tudjuk: a miiszeriink altal mutatott érték
egy valoszintiségi valtozd, aminek a varhato értéke a tényleges ellenallas, a szérasa pedig
5MS2. Ezért aztan mindkét ellenalldson tobb mérést is végeztiink, és a kovetkezs értékeket
kaptuk (MQ-ban).

A ellenallas | 1209 | 1198 | 1200 | 1196 | 1213 | 1209 | 1202 | 1205 | 1208 | 1200
B ellenallas | 1198 | 1202 | 1191 | 1198 | 1192 | 1201 | 1193 | 1193 | |

Dontsiink 99%-os szinten arrél a hipotézisrdl, hogy az A ellenallas legalabb akkora, mint
a bB.

(Segitség: az ,,A” adatsor dtlaga 1204, a ,,B” adatsor dtlaga pedig 1196.)

Megoldas:
Kétmintés egyoldali u-probat végziink:

e kétmintasat, mert két minta varhatod értékét kell 6sszehasonlitanunk,
e egyoldalit, mert a hipotézis egy egyenlGtlenség,

e u-probat, mert a szorasok ismertek.



Jeloljiik az ,A” adatsor hosszat ni-gyel, elemeit x4, ..., z,,-gyel, a mérés szorasit o;-gyel.
Hasonlban a ,,B” adatsor hosszat jeloljiik no-vel, elemeit yy, ..., y,,-vel, a mérés szorasat
oo-vel. A nullhipotézis HO: m, > m,,.

Ezekkel a jelolésekkel ny = 10, z = 1204, ny = 8, y = 1196, 01 = g9 = 5.
A teszt-statisztika

Ty 1204 — 1196 8

u = 1‘2 y2: - - = - 1%337
o % 5 5
mtwm  VutT o i ts

Ezt kell dsszehasonlitani a K = u. = &7 !(1 — ¢) kiiszobértékkel, ahol ¢ = 0.01, mert a
hipotérzist 99%-os szinten vizsgaljuk. A tdblazat szerint K = ®~1(0.99) ~ 2.33.

Dontés: Mivel a probank egyoldali és a nullhipotézis szerint m, > m,, a nullhipotézist
akkor kell elutasitanunk, ha az A adatsor atlaga sokkal kisebb, mint a B adatsor atlaga,
vagyis ha u egy tulsdgosan nagy abszolitértékii negativ szam. Az elutasités feltétele tehat
u < —K, ami nem teljestil, ezért a nullhipotézist elfogadjuk.

Természetesen az u és a K pontos értékének kiszidmolasa felesleges munka volt: elég annyi,
hogy x —y > 0, ezért u > 0.



