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Bevezetés

Stacionarius és gyengén stacionarius folyamatok

Stacionarius folyamat definicioja, gyengén stacionarius
folyamat.

Diszkrét id6ben, folytonos idében.

Valbs és komplex értéki stacionéarius folyamatok.



Bevezetés

Stacionarius folyamatok alkalmazasi tertletei oo

@ kommunikacio elmélet, elektromos kommunikacio -
komplex értéki folyamatok

@ kodzgazdasag (munkanélkiliség, nemzeti jovedelem -
korrekcioval)

o tbzsde
o ...



Bevezetés
Fehérzaj

Fels6 abra: fehérzaj = (&,i € Z)i.i.d. N(0,1).

Als 6 abra: altalanosabb fehérzaj = 0 varhato értéka,
korrelalatlan, azonos, o2 szo6rasl valvaltozok sorozata. Pl.:
(Mn = &nénta - - - €nto, N € Z). nn-ek nem fuggetlenek.
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Osztalyok Markov Trig. MA(q) AR(p) ARMA(p,q)

Néhany stacionarius folyamat osztaly

@ Stacionarius Markov-lancok

@ Trigonometrikus folyamatok

@ Mozgoatlag-folyamatok MA(q)

@ Autoregresszios folyamatok AR(p)

@ Autoregresszids és mozgoatlag-folyamatok ARMA(p, q)



Osztalyok Markov Trig. MA(q) AR(p) ARMA(p, q)

Stacionarius Markov-lancok

Ha egy ergodikus (aperiodikus, irreducibilis) Markov-lancot a
stacionarius eloszlasabol inditunk, akkor a Markov-lanc
stacionarius folyamat.



Osztalyok Markov Trig. MA(q) AR(p) ARMA(p, q)

Trigonometrikus folyamatok

Egy frekvencias

A, B azonos eloszlastak, varhato értékik 0, korrelalatlanok
(EAB = 0), szorasnégyzetiik o2.

Legyen w € [0, 7] frekvencia rogzitett.
n=...,-2,-1,0,1,2,... esetén legyen

Xn = Acos(wn) + B sin(wn).

Mit jelent ez kildnb6z6 w-kra?

Véarhato érték, kovariancia:

EX, =0, Cx(k) = COV(Xn,XrH_k) = EXan+k =

E(A cos(wn) + B sin(wn))(Acos(w(n + k)) + B sin(w(n + k)))
= E(A? cos(wn) cos(w(n + k)) + BZ sin(wn) sin(w(n + k))) =
o2 cos(wn) cos(w(n + k)) + o2 sin(wn) sin(w(n + k))) =

02 cos(wk)

(cos(a — b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b))



Osztalyok Markov Trig. MA(q) AR(p) ARMA(p,q)

Trigonometrikus folyamatok

Altalanosan

Definicio (Trigonometrikus folyamat)

Ao, A1, ..., An és Bq,...,Bny korrelalatlanok, varhato értékik 0,
Ay és By szorasnégyzete ugyanaz, of.
w1, ...,wn adott frekvenciak. Ekkor legyen

m
Xn = Ao + Z (Ak cos(nwy ) + By sin(nwy)) .
k=1

Cov (Xn, Xntv) = > pe; 02 cos(Vwy ), azaz
2
Cx(v) =023, cos(w;k)ﬂ ahol
02 = 0?(Xp) = CX(O)—JO—|—01+ -+ 02,
Tehat az wy frekvenC|a k sUllyal jarul hozza a kovarianciahoz.

Ha A;, B;-k normalisak, akkor Xn, N € Z Gauss-folyamat. Egy
gyengeén stacionarius Gauss-folyamat erdsen is stacionarius.



Osztalyok Markov Trig. MA(q) AR(p) ARMA(p, q)

Folytonos idejl trigonometrikus folyamatok

Definicio (Trigonometrikus folyamat (folytonos id 6&ben))

Ao, A1, ..., An és By, ..., Bn korrelalatlanok, varhato értékuk O,
Ay és By szorasnégyzete ugyanaz, oz.

w1, ... ,wm adott frekvenciak. Ekkor legyen

X(t) =Ao+ zm: (Ag cos(twy ) + By sin(twy)) .
k=1

Cov (X(t),X(t +5s)) = > p., 02 cos(swy ), azaz
2
Cx(s) =023k, COS(ka)J—E, ahol
g
0% = 0?(X(t)) = Cx(0) = o + 0F + -~ + 0.
2
Tehat az wy frekvenC|a & stllyal jarul hozza a kovarianciahoz.



Osztalyok Markov Trig. MA(q) AR(p) ARMA(p, q)

Példa

Trigonometrikus folyamatok

® ~ Unif[0, 27]. Legyen X; := cos(wt + ®), t € [0, 00).
Mutassuk meg, hogy X gyengén stacionarius. Cx(h) =7
Mutassuk meg, hogy eléall folytonos ideji trigonometrikus
folyamatként

EX; = f cos(wt + ¢) dp = [sin(wt + ¢)]3™ =0

27
Cov (Xt, Xi1h) = EX; - Xiyn = [ cos(wt + ¢) cos(w(t + h) + ¢) do

cos(a + ¢) = cos(a) cos(¢) —Osin(a) sin(¢)
Cov (X, Xi+h) = 3 (cos(wt) cos(w(t + h)) + sin(wt) sin(w(t + h)))
cos(a — b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b)

Cov (X, Xt1h) = 5 1 cos(wh)



Osztalyok Markov Trig. MA(q) AR(p) ARMA(p, q)

Példa

® ~ Unif[0, 27]. Legyen X; := cos(wt + ®), t € [0, 00).
Mutassuk meg, hogy X gyengén stacionarius. Cx (h) =?.

7

Mutassuk meg, hogy eléall folytonos idejli trigonometrikus
folyamatként.

Zy,Z, ~ N(0,1), fuggetlenek.
Yt = Z; cos(wt) + Z2 sin(wt) Gauss-folyamat O varhato értékkel.
Lattuk, hogy ekkor Cov(Yi, Yiin) = cos(wh)
Y: gyengén stac. Mivel Gauss-folyamat, ezért er6sen stacionarius is.
(Z1,Z,) polarkoordinatakkal felirva: R = ,/Zl2 + 222 €s0 < d < 27.
Ekkor

@ & ~ Unif[0, 27]

@ Y /R er6sen stacionarius, mert R nem fiigg t-tol.

@ Y /R =2cos(wt + ®)



Osztalyok Markov Trig. MA(q) AR(p) ARMA(p, q)

Mozgo6étlag-folyamatok MA(q)

Definici6 (q-ad rend(i mozgobatlag-folyamat)

Legyen ..., & 2,& 1,&,&1,&, ... altalanos fehérzaj, kozos
varhato értékkel, és o2 szorasnégyzettel.
Legyenek bg, by, ..., bq valos szamok. Legyen

Xn = boén +b1&n—1 + -+ +bgén—q-

Ekkor X = (Xn,Nn € Z) g-ad rendl mozgoatlag-folyamat.

X stacionarius folyamat: EXn = p(bg + by + - - - + bg)
Jz(bqbq_k—l—"'-l-bkbo) hak <q
COV(X”’X”+k)_{ 0 hak >q



Osztalyok Markov Trig. MA(q) AR(p) ARMA(p, q)

MA folyamatok értékei két példaban

¢ fehérzaj folyamat.

MA(1), Xn = &0 + 3601

MA(6),

Xn = fn + an—l + 15§n—2 + 2Ogn—S + 15§n—4 + 65n—5 + fn—6
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Osztalyok Markov Trig. MA(q) AR(p) ARMA(p, q)

Autoregresszios folyamatok AR(p)
AR(1)

Definicio (Els6rend( autoregresszios folyamat)

Legyen (Xp,n € Z) stacionarius folyamat. Tfh valamilyen
|]a] < 1 valos szamra a

&n = Xn — aXj_1, nez

fehérzaj folyamatot definial, kozos 0 varhato értékkel és o2
szorasnégyzettel.

Szamitsuk ki X, varhato értékét, szorasat, és X
kovarianciafiggvényét.

Xn=aXn_1+& = a(axn 2+ gn 1) +én = a%Xp_o + an—1) +én
indukcioval X, = a“X,,_ + ZJ 0 algn _

Xh=a Xn—k +éntadh-1+a fn—z + -+ ak_lgn—k—i-l

Mi torténik, ha k — co?



Osztalyok Markov Trig. MA(q) AR(p) ARMA(p, q)

Autoregresszios folyamatok AR(p)
AR(1)

Xn €s 3f 5 al¢,_j eltérése:
: 2
E (Xn - J!(:_ol a1§n—j> = E(a*X;_¢)? = a* EXr?—k
(Xn = a-kxn—k +én+ah1+ azfn—Z +ot ak_lfn—k+1)
a?kEX? |, =a?EX2 — 0 amintk — cc.
lgy négyzetes kdzépben vett hatarértékben a

oo

Xn = Z ajfn—j

j=0

hatarérték létezik.
Ez az autoregresszios folyamat mozgoatlag-folyamatként vald
eléallitasa.



Osztalyok Markov Trig. MA(q) AR(p) ARMA(p, q)

Autoregresszios folyamatok AR(1)
Grafikonok, két példa

AR(1) : Xy = 0.99X,,_1+ fehérzaj, X, = 0.5X,,_1+ fehérzaj
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Osztalyok Markov Trig. MA(q) AR(p) ARMA(p, q)

Autoregresszios folyamatok AR(1)

Varhato érték, szoras, kovariancia

Az X, = Zf’io al¢,_; elGallitas segitségével szamoljuk ki a
arhato értékeét, szorasnégyzetét, kovarianciajat:

EXn = limy o EY g @énj =0
2
(7>2< — EXnZ = ||mk*%x (ZJ -0 agn J> —

lim_ E <ZJ yade? J> = lim_ ZJ g ado? =
Cov (Xn, Xnik) = EXnXpik =7

Xnk = aXn + 3155 alén iy

EXnXnix = aKEX2 + E (xn Ykt §n+k_,-)

Xn =& +aé_1+a%€n o+ .... 09y Xn &, En_1,&nz + ... -6l
flgg, ezek pedig korrelalatlanok a &, .k, - . . , &n1 valvaltozokkal.
igy Cx(k) = EXaXnsk = a¥EX2 = @03 = 22

—lal

0_2
- ‘a‘z




Osztalyok Markov Trig. MA(q) AR(p) ARMA(p, q)

Autoregresszios folyamatok AR(p)

Altalanos definicio, mozgoatlagos elsallitas

AR(1) esetén X, = aXp_1 + &y alakba irhatd. Ez altalanosan

Definici6 (p-ed rend( autoregresszios folyamat)

Ha X, a kovetkezd alakban irhato

Xn=a1Xp_1 +aXn_2 + -+ apXn_p +&n;

ahol a;-k valés szamok, ¢ pedig fehérzaj. Ekkor X p-ed rend(
autoregresszios folyamat.

Tétel (AR(p) MA folyamatként)

Ha az xP —a;xP~1 — ... — a, = 0 karakterisztikus egyenlet
gyOkeinek abszolut értéke kisebb, mint 1 (|x1],...,[Xp| < 1),
akkor &n €s (Xn_1, ..., Xn_p) korrelalatlanok.

Ekkor X, felirhatd mozgoatlag-folyamatként
Xn = > 20 0jén—j = doén + 01€n—1 + 026n—2 . .., megfeleld 4
valos szamokkal. )




Osztalyok Markov Trig. MA(q) AR(p) ARMA(p,q)

Autoregresszios és mozgoatlag-folyamatok

ARMA(p, q)

Legyen ¢ fehérzaj.
Xn=aaXn_1+ -+ apXn_p +bo&n + - + bgén—q

AR(p) MA(q)

Tétel (ARMA(p, q) MA folyamatként)

Ha az xP —a;xP~1 — ... — a, = 0 karakterisztikus egyenlet
gyOkeinek abszolut értéke kisebb, mint 1 (|x1],...,[Xp| < 1),
akkor az X ARMA folyamat felirhat6 mozgoatlag-folyamatként
Xn =320 0j&n—j = doén + 016n—1 + 026n—2 - . ., megfeleld o
val6s szamokkal.




Osztalyok Markov Trig. MA(q) AR(p) ARMA(p,d)

Paraméterek becslése

Autoregresszios és mozgoatlag-folyamatok ARMA(p, q)




Spektrum értelem spektral sfv. példak Spektrum— Gauss

Stacionarius folyamatok spektruma

Tekintsiik a kdvetkez6 trigonometrikus modellt korabbrol:
Ao, A1, ..., An és By, ..., Bn korrelalatlanok, varhato értékuk O,
Ay és By szorasnégyzete ugyanaz, og.
w1, ... ,wm adott frekvenciak. Ekkor legyen
Xn = Ag + > r1 (Ax cos(nwy) + By sin(nwy))
CoV (Xn, Xntv) = > peq 02 COS(Vuwy)
o2

Cx(v) =023, COS(Vwk)— ahol
02 = 0?(Xp) = CX(O)—JO—|—01+~'+J§,.

2
Azaz az wy frekvencia —% sllyal jarul hozza a kovarianciahoz.
Ezt altalanositsuk!



Spektrum

értelem spektral sfv. példak Spektrum—Gauss

Stacionarius folyamatok spektruma

Tétel (Spektral mérték létezése (Herglotz))

Legyen C(k),k =...,—2,—-1,0,1,2,... adott figgvény. A
kovetkez6 két allitas ekvivalens:

A) C(k) egy valos értékd, 0 varhat6 értékd, 1 szorasu
stacionarius folyamat kovarianciafiiggvénye

B) Létezik olyan szimmetrikus F val6szin(iség eloszlas a
[, 7] intervallumon, amelyre

™

Ck) = /cos(kw) dF ().

—T




Spektrum értelem spektral sfv. példak Spektrum—Gauss

Stacionarius folyamatok spektruma

Spektralsiriiség

Ha a = (ax,k € Z) egy sorozat (>
Fourier- transzformaltja

lak| < o0), akkor

— 00

Z elkwa
Ha C(k),k =0,1,2,... egy kovananuafuggveny, akkor
Fourier-transzforméltja

fo(w) = ZC cos(kw), -7 <w<m.

Ez akkor (egyenletesen) konvergens (=értelmes),

Allitas (Spektrals(ir(iség létezése)

ha C(0) +2% 2, |C(k)| < cc.
Ekkor az F (w) spektral mérték ,derivalhato”:

™

Ck) = / cos(kw) dF (w) = / cos(kw)fc (w) do.

—T —Tr




Spektrum értelem spektral sfv. példak Spektrum— Gauss

sy 7

Spektralslriség - Direkt szamolas
Példak

o ¢, fehérzaj o2 szbrasnégyzettel. C(0) = o2, killonben
C(i) = 0. Ekkor

fe(w)=5—-, —7<w<nw
Cx (1) = —bo?, kiilonben Cx (i) = 0. Ekkor
o? bo?
f = —
x(@) 27(1 + b?) ™
® AR(1), Xn = aXn_1 + &n. Cx(k) =ako2, hak =0,1,2,....

cos(w)

fy (w) = U>2< XZacosk) il
X\l = “) = 2x(1 - 2acos(w) + a2)

2 2
(Ux—lf—p\z)



Spektrum

értelem spektral sfv. példak Spektrum— Gauss
sy

Spektralsiriség példak grafikonnal

1/3

AR(l), Xn == O, 5Xn_1 + gn
(A grafikonok a 7 %-at mutatjak, azaz pl. 50-nél a
spektralslrliség = /2-beli értéke van feltlintetve.)

f(A)
4 4

3

2=

0 1 1 1 ] ] ] ] ] 1 ]
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Spektrum értelem spektral sfv. példak Spektrum— Gauss

sy 7

Spektralsiriség példak grafikonnal
2/3

AR(4), Xn = 1.4Xn_1 — 1,1X;,_2 + 0,4X,_3 — 0,1Xp_4 + &,

f(x)
16 !_
4

1 I J= Ty i 1 i fay ‘
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 A

Z-ben van maximuma,
tehat a folyamat ciklusainak hossza kb. 8.



értelem spektral sfv. példak Spektrum— Gauss

Spektrum

sy 7

Spektralsiriség példak grafikonnal
3/3

MA(3), Xn = &n +én—1 +&n—2 + én-3

f(x)
20
16 |

QN N o

Sk ik iy, B25) e T | T~
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Spektrum értelem spektral sfv. példak Spektrum— Gauss

sy 7

Spektralsiriség - Indirekt, hatékony szamolas

Késb6bb!
Amint tudjuk, mi az, hogy sz(rés.



Spektrum értelem spektral sfv. példak Spektrum— Gauss

Adott spektral mértékd, adott kovarianciaju

Gauss-folyamat
Ha F (w) ugrasos

Mivel F szimmetrikus, ezért ha w-ban van ugras, akkor —w-ban
is. Tehat, ha wy,wy,...,wm-ben és 0-ban van ugras (igy

—Wm, —Wm-1, - - - , —w1-ben is van ugras), és az ugras
nagysagok rendre pq,po, ..., Pm, illetve pg akkor a keresett
Gauss-folyamat a mar ismert:

Ag, A1,...,An és Bq,...,By korrelalatlanok, varhato értékik 0,
Ay €s By szorasnégyzete ugyanaz, 2px, hak =1,...,m és pg
hak =0.

Xn = Ag + > r1 (Ax cos(nwy) + By sin(nwy))
CoV(Xn, Xntv) = Po + D _r—q 2Pk COS(Vwy)
Cx(v) = Y ¢, cos(swk)2p, ahol
Pm+---+P1+Po+P1+--+Ppm=1



Spektrum értelem spektral sfv. példak Spektrum— Gauss

Adott spektral mértékd, adott kovarianciaju

Gauss-folyamat

Legyen C(k) = [ cos(kw)dF (w) adott kovarinacia fuggvény

szimmetrikus F(w) val6szinliség eloszlassal a [—, 7]

intervallumon.

Irjunk fel olyan Gauss-folyamatot, amelynek C

kovarianciafiggvénye.

Tegyuk fel, hogy F(w) folytonos.

Legyen B;(w),w € [0,00) és By(w),w € [0, 00) két korrelalatlan

standard Brown mozgas. Tekintsik ezek kdvetekzd

id6-atparaméterezését:

Zi(w) = Bi(20*(F (w) — F(0))),w € [0, 0). lgy

E(Zi(w)?) = 20%(F (w) — F(0)) = 0?(F(w) — F(~w)).

Ekkor X, = [ cos(nw) dZ;(w) + [ sin(nw) dZ,(w) stacionarius
0 0

folyamat, C kovarianciaval.



Spektrum értelem spektral sfv. példak Spektrum— Gauss

Adott spektral mértékd, adott kovarianciaju

Gauss-folyamat
Ha F (w) folytonos

Ekkor X, = [ cos(nw) dZ;(w) + [ sin(nw) dZ,(w) stacionarius
0 0
folyamat, C kovarianciaval.
Ellenérizzik: E(Xy) =0
Cx(K) = E(XnXnsk) = E (f cos(nw) dZy(w) + [ sin(nw) de(w)) -
0
. (f cos((n + k)w) dZ1 (w) + fsin N+ K)w) de(w)> =

0

E (}cos nw) cos((n + k)w) dZ; (w +fsm nw) sin((n k)w)de(w)) =

[ cos(nw) cos((n + K )w)o? dF (w +fsm nw) sin((n + K )w)o? dF (w) =
0
o? (cos nw) cos((n + K)w) + sin(nw) sin((n + K)w )) dF (w) =

0.2

O%:\ O%a

cos(kw) dF (w) = C(k).



Filter Sz(irés spektruma  Miért sz(ir6?

Stacionarius folyamatok sz(irése - Linearis sz(irok

Diszkrét idejl stacionarius folyamat szirése

Legyen X = (Xn,n € Z) egy gyengén stacionarius folyamat.
Legyen tovabba ay,k € Z valos szamok sorozata. Tfh,

S Re o, @2 < oo. Ekkor az

[ee]
Yn = Z ak Xn_k
k=—0o0
folyamat az X folyamat (a-val sz(rt) linearis sz(ir6je, jelben
Y =axX.

Folytonos idej(i eset
Legyen X = (X(t),t € R) egy gyengén stacionérius folyamat.

Legyen h(t) egy valos fuggvény, és [ h?(t)dt < oo. Ekkor

[e.e] —00

Y (1) = /X(t—s)h(s)ds

folyamat az X folyamat (h-val sz(irt) linearis sz(r6je.



Filter Sz(irés spektruma Miért szlr6?

Stacionarius folyamatok sz(irése - Linearis sz(irok

Miért linearis?

Ha xn(l) és xn(z) stacionarius folyamat, akkor tetszéleges fix
a-val val6 szlirésre igaz, hogy

w(a-XO+3.XO)=q-axX® +3.axxO?

<Z ak(aX k+ﬁX(2)) a i akX(l) + 4 Z akX(2)>

k=—o00 k=—o00 k=—o00



Filter Sz(irés spektruma Miért szlr6?

Stacionarius folyamatok sz(irése - Linearis sz(irok

Miért sz(ir6?

Késb6bb!
Amint tudjuk a spektralsiriiségét a sz(irt folyamatnak.



Filter Sz(irés spektruma Miért sz(ir6?

Sz(irés spektralsiriisége

A szlirt folyamat kovarianciaja (v = ...,—2,-1,0,1,2,...):
Cy(v) =Cov(YnYntv) =

Cov (Zioz—oo ax Xn—k; ZEOZ—OO akxn—i-v—k) =

D oo Daee oo &r8sCOV (Xn 1, Xnjv—s) =

Y o oo @r8sCx (V — S +T)

Cy(v),v=...,-2,-1,0,1,2,... sorozat
Fourier-transzformaltja, Y = a x X spektralstrlsege:
fy (w) =202 e¥“Cy(v) =
Yoo eVede Y arasCx (v —s+r)

eivwy — ei(v—s+r)wei5we—irw
fy (w) =
S0 ewg 30 aelswy 0 el(VesTvCy (v —sr) =
Sore o8 ar Yl ase™ e e*eCy(k) =
A(—w)A(w)fx (w)= fx (w)|A(w)|?, ahol A(w) = S0 acekv.

k=—oc0



Filter Sz(irés spektruma Miért sz(ir6?

T6bb szlr6 egymas utan

Legyen X egy stacionérius folyamat, és a = (an, n € Z),

b = (by,n € Z), c = (cn,n € Z) (négyzetesen Osszegezhetd)
sorozatok. Ekkor a, b, c-vel egymas utan szrt folyamat,

Y =c*xbxaxX, spektralslirisége:

fy () = fx (@)|AW)I?B(w)PIC(w) %,

ahol A(w) = S0 ae*, B(w) = >0 breke,
Clw) =32 cxeke.



Filter Sz(irés spektruma Miért sz(ir6?

ARMA(p, q) spektralsir(isége

Sziirés spektralslirisége

Legyen X egy ARMA(p, q) folyamat, azaz X kielégiti a

p q
Xn — Zasxn—s = Z brén—r
s=1 r=0

(& Xn=arXn_1 4+ apXn_p + bo&n + - - + bgén_q))
egyenldséget. Ha Y, = Y-h_, asXn_s, akkor
fy (w) = fx (w)|A(w)[?, ahol A(w) = 1 — 3P e'Sas. Tovabba,
Y =37 o brénr, azaz fy (w) = 0?|B(w)[?, ahol
B(w) = Y0, eb;. Tehat, fy (w)Aw)2 = £[B(w)[?, amibé

0% B(w)|? 02 |bg+bie + -+ bgeldw
21 |AW))2 27| 1-—aelv — ... —ape

fx (w)




Filter Szlirés spektruma  Miért sz(ir6?

Stacionarius folyamatok sz(irése - Linearis sz(irok

Miért sz(ir6?

Tekintsiik az X stacionarius folyamat kovetkez6 sz(irését:
1 1
Yn= Exn—i-lz + Xn + Exn—12'

Azaz ajp = 3,80 =1, a_1p = 3, kildnben a; = 0.

Szamitsuk ki Y spektrals(riiségét.

Az a Fourier-transzformaltja:

Aw) = el + 1 e 1121 =1 4 cos(12w). Tehat A(%) =0,
azaz X-nek a spektrumabol a kisz(ri a 5 frekvenciat, azaz

Y -nak a kovarianviajaban a 7 frekvencia semmivel nem jarul
hozza a kovarianciahoz.

(Szezonalis trend kisz(irése...)



Filter Szlirés spektruma  Miért sz(ir6?

Frekvenciak kiemelése

X egy stacionarius folyamat fy spektralsiriiséggel.
Yn = Xn — Xpt1, akkor ag = 1, a_1; = —1, kulonben a; = 0.
Y = ax X spektralsiir(isége fy, amire fy (w) = fx (w)|1 — e“|2.
Ha ugyanigy szir(ink r-szer, azaz vesszik
Y =ax-..xaxX, akkor Y (") spektralsiiriisége: f; (w) =
N———
r db
fu (W) 1 — )2 = fy (w)[e'2% — e 712%[2 = fy ()22 (sin(3w)? =
fy (w)[e'” — 2+ e™¥|" = fy (w)2" (1 — cos(w))".
Kiemeli a magas frekvenciakat.

Tekintsik a Z,, := Xp + X1 szlr6t, ag = 1, a_; = 1, killénben
a; = 0. r-szer alkalmazva a kapott szlir6 Z(") = ax---xa * X
spektralsirisége: f; (w) = fx (w)|1 + e'“[* =

fu (w)|ef2 + e 12%(% = fy (w)2% (cos(2w)? =

fy (w)[e" + 2 + e 1¥|" = fy (w)2" (1 + cos(w))".

Kiemeli az alacsony frekvenciakat.



Filter Szlirés spektruma  Miért sz(ir6?

Példa sz(irésre

¢ gaussi fehér zaj folyamat. Legyen X a fehérzaj kovetkez6
sz(lirgje:

Xn = §n—2 + 4gn—l + 6§n + 45n+1 + §n+2

a,=1a; =4ap=6,a_, =4,a_, = 1, kilénben a; = 0.
Szamoljuk ki a spektrumat!

A(w) = e ewa+6+e wate 2% = 2 cos(2w)+8 cos(2w)+6.
fe(w) = C¢(0) = Ug.

fx (w) = 0¢(2 cos(2w) + 8 cos(2w) + 6)2.

7002 k=0
5602 k=1
2 L _
Az autokovariancia: Cy (k) = éig E B g
o2 k=4
0 k >5




Joslas El6rejelz6k halmaza Legjobb

Stacionarius folyamatok el6rejelzése

Egy X stacionarius folyamat X, értékét szeretnénk el6rejelezni.

Legyen H a megengedett el6rejelz6k halmaza. Feltessziik,
hogy
© H linearis tér: ha X; és X, megengedett elérejelzé, akkor a
linearis kombinaciojuk is az.
@ H négyzetes kdzépben vett konvergenciara zart.
Példaul:

@ (linearis regresszid) X valvaltozot becslése Y -nal. X-et
aY + b alakban kozelitjuk. Ekkor H az 6sszes aY + b
alak( valvaltozobal all.

@ X stacionarius folyamat. X, el6rejelezése Xn_1, ..., Xn—p
p-hossz( maltjaval linearis elérejelzokkel: H =
a1Xn_1 + - + opXn_p, aj-k tetszbleges valds szamok.

A H-beli legjobb elérejelz6 X *, ha E(X — X*)? el6rejelzési hiba
minimalis a H halmazon: X € H = E(X — X*)2 < E(X — X)?



Joslas Elérejelzék halmaza Legjobb

Stacionarius folyamatok el6rejelzése

Tétel (El6rejelzési tétel)

Ha H linearis tér, akkor X* a legjobb el6rejelzé a H halmazban,
ha minden U € H elbrejelzére: E(X — X*)U = 0.

Stacionarius folyamatokra véges hosszt malttal vald
elbrejelzés esetén: Hatarozzuk meg azon oy, . .., ap szamokat,
amelyre X} = ayXn_1 + -+ + apXn_p €setén a E(Xn — X}*)?
el6rejelzési hiba minimalis.

H linearis elorejelzok: U = u1X,_1 + - -+ + UpXn_p U; € R.
Keressuk azt az X;-ot, amelyre E(X,, — X;7)U = 0. Mivel H

linearis, ezért "
E(Xn — Xn )Xn_l = O
EXn — X )Xn_z = O

E(Xn - X:)Xn_p == O

a minimum feltétel X;-ra.



Joslas Elérejelzék halmaza Legjobb

El6rejelzés véges hosszU malttal

Ezt a feltételt kiirva p egyenletet kapunk:
E((Xn - (aan_l+ +Oéan_p)Xn_i)), | == 1,...,p.
C(1l) = a1C(0)+axC(1)+ - -+ pC(p—1),
C(2) = aC(1)+aC(2)+ -+ apC(p - 2),
C(B) = a1C(2)+ axC(3)+ -+ apC(p —3),
Cp) = auC(p—1)+ a2C(p—2)+ -+ pC(0).

Azaz aq,...,ap megoldasa a lineéaris egyenletrendszernek.



Joslas Elérejelz6k halmaza Legjobb

El6rejelzés végtelen hossz( mdalttal

Keressik X, legkisebb négyzetes értelemben vett optimalis
elérejelzojét

[ee]
X3 =3 anXok (1)
k=1

alakban!

(Nem biztos, hogy ilyen létezik.)

Atalakitasok utan ismét oda jutunk, hogy a fentihez hasonl6
linaris egyenletrendszert kell megoldani oy, az, ... végetelen
ismeretlenre:

C(k)=a1C(K - 1)+ axC(k —2)+..., k=1,2,.... (2)

Ha létezik megoldas, amire (1) konvergal négyzetes kozépben,
akkor megtalaltuk a legjobb linearis elérejelz6t.



Joslas Elérejelzék halmaza Legjobb

Stacionarius folyamatok el6rejelzése
Példa

Az X gyengén stacionarius folyamat kovarianciafiiggvénye:
1 v=0
C(v) =< M(@L+A) v|=1
0 v|>1
(0 < X < 1). Az el6bbi (2) egynletrendszer most

A = (1—1—)\2)a1—|—)\a2
0 = M1+ +2M)ag + A1, k=2,3,...

A megoldas o = —(—1)%, k =1,2,..., azaz
X = Mno1 — A2Xn_2 + A3Xn_3 — ...

A teljes malt benne van az el6rejelzében.



Komplex

Diszkrét idejd komplex értékl stacionarius folyamatok

spektruma

Xnh,n € Z C értékd stacionarius folyamat,
C(v) = E(Xn — EXn)(Xn+v — EXnyv) kovarianciaval.
C(—v) =C(v).

Tétel (Spektral mérték létezése)

Legyen C(v),v € Z adott figgvény. A kovetkezd két allitas
ekvivalens:

A) C(v) egy kopmlex értékd, 0 varhat o értékd, 1 szorasu,
stacionarius folyamat kovarianciafiiggvénye

B) C(0) =1, C(—v) = C(v), C(v) pozitiv szemidefinit

C) Létezik olyan (nem feltétlentil szimmetrikus) F valoszinliség
eloszlas a [—m, 7] intervallumon, amelyre

Cv) = /e“w oF (w).

—T




Komplex

Folytonos idejl komplex érték( stacionarius

folyamatok spektruma

X¢,t € R C értékd stacionarius folyamat,

C(t) = E(Xs — EXs)(Xs+t — EXt4s) kovarianciaval.
C(—t) = C(t).

Tétel (Spektral mérték létezése (Bochner-Hincsin))

Legyen C(t),t € R adott figgvény, amely a 0-ban folytonos. A
kovetkez6 két allitas ekvivalens:

A) C(t) egy valos értékd, 0 varhat 6 értékd, 1 szoréasu,
stacionarius folyamat kovarianciafiiggvénye
B) C(t) pozitiv szemidefinit

C) Létezik olyan F valoszinliség eloszlas a (—oo, 00)
intervallumon, amelyre

o0

c(t) = / e dF ().

—0o0




Komplex

Adott spektral mértékd, adott kovarianciaju

Gauss-folyamat
Ha F (w) folytonos

Adott C(t) = [ el dF(w).

B1 és B, két korrelalatlan standard Brown-mozgas.

Z(w) =B1(F(w) — F(0)),haw > 0és Z(w) = By(F(0) — F(w)),
haw < 0OO

X(t) = [ ewdz(w)jolesz: Cx(t) = C(t).



@ Karlin-Taylor: Sztochasztikus folyamatok, Gondolat, 1985.

@ Tusnady-Ziermann: ldésorok analizise, Mlszaki
Konyvkiado, 1986.

@ T. W. Anderson: The Statistical Analysis of Time Series,
John Wiley & Sons, 1971.

@ Time Series Analysis by Richard A. Lockhart


http://www.stat.sfu.ca/~lockhart/richard/804/06_1/

	Stacionárius és gyengén stacionárius folyamatok
	Stacionárius folyamat osztályok
	Stacionárius Markov-láncok
	Trigonometrikus folyamatok
	Mozgóátlag-folyamatok MA(q)
	Autoregressziós folyamatok AR(p)
	Autoregressziós és mozgóátlag-folyamatok ARMA(p,q)

	Stacionárius folyamatok spektruma
	Spektrum értelmezése
	Spektrál mérték, spektrálsuruség
	Példák - Direct számolás
	Adott spektrál mértéku, adott kovarianciájú Gauss-folyamat

	Stacionárius folyamatok szurése - Lineáris szurok
	Szurés spektrálsurusége
	Szuro név eredete

	Stacionárius folyamatok elorejelzése
	Megengedett elorejelzok halmaza
	A legjobb elorejelzo a megengedett elorejelzok halmazában

	Komlex szám értéku stacionárius folyamatok
	.

