Sztochasztika 2 félvizsga megoldéasok

Fels6bb matematika informatikusoknak — Sztochasztika
2015. junius 2. 8:00. Munkaidé: 70 perc.

1. Legyen Z) Galton-Watson eldgaz6 folyamat, ahol az egylépéses utddszam-eloszlas generdtorfiiggvénye
g(z) = e#71. Mennyi a valosziniisége, hogy a folyamat el6bb-utobb kihal?
Megoldas: Az egylépéses utdodszameloszlas varhato értéke m = ¢'(1) = 1, vagyis a folyamat kritikus.

Ezért a kihalas valoszintisége 1.

2. Juliska a kormét minden nap mas szintire festi. Voros, narancs és barna kozott valtogat. Narancs utan min-
dig barna kovetkezik, barna utan viszont érmedobassal dont arrol, hogy voros vagy narancs kovetkezzen-e.
Voros utan kockat dob: ha az eredmény 6-o0s, akkor barna kovetkezik, egyébként narancs.

a.) Irjuk fel Juliska kérme szinének, mint Markov lancnak az Atmenetmatrixat!
b.) Ha Juliska korme méjus 1-én voros, mennyi a valoszintisége, hogy méajus 5-én is voros?

c.) A napok hanyad részében lesz voros, narancs illetve barna Juliska korme hosszi tavon?
Megoldas:
a.) Jeloljiik az allapotokat szamokkal, mondjuk 1: vords; 2: narancs; 3: barna. Igy az atmenetmatrix

0
P =

= O
= O oot
O ol

b.) Jeldljiik a Markov lancot X,-nel. Ha mondjuk méajus 1-e a nulladik nap, akkor méjus 5-e a negyedik,
vagyis a kérdés P(Xy = 1|Xp = 1) =? Ez a P* métrix (1,1) eleme: P(Xy = 1| Xy = 1) = P}}. Ezt
kiszamolhatjuk mondjuk tgy, hogy P* = (P2)2, Ebbdl persze nem kell minden elemet kiszamolni -
ami nem kell, x-gal jelolom:
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Ebb6l P(X, = 1|Xy = 1) = P} = 15 ~ 0.048611.

c.) Az ergodtételt fogjuk hasznélni, ehhez sziikség van a Markov lanc stacionarius eloszlasara. (Mivel
a Markov lanc irreducibilis és végea allapottert, pontosan egy stacionarius eloszlasa van.) Meg kell
oldanunk a (PT — I)7” homogén lineéris egyenletrendzsert. A szokdsos matrix-jelléssel
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Ennek egy lehetséges megoldéasa pl. 7 = (611 12), egyetlen normalt megoldéasa pedig

= (5 % 32)~(0.20690 0.37931 0.41379).

Mivel a Markov lanc irreducibilis és véges allapottert, az ergodtételt az egyes allapotok indikatoraira
alkalmazva azt kapjuk, hogy az ¢ &llapotban hosszi tavon az id§ m; hanyadat tolti. Vagyis Juliska
korme az id6 m ~ 20.7%-aban voros, m ~ 37.9%-aban naracs és w3 ~ 41.4%-aban barna.

3. Egy egyszerii jelfeldolgozo eszkoz az egyes beérkezé jeleket fiiggetlen, exponencidlis eloszlast véletlen idGk
alatt dolgozza fel. A feldolgozasi id6 varhato értéke 1 méasodperc (vagyis % perc). Amig egy bejovs jel
feldolgozéasa zajlik, addig az esetlegesen beérkezs ujabb jeleket az eszkoz figyelmen kiviil hagyja (vagyis
nincs feldolgozasi sor). A beérkezs jelek Poisson folyamat szerint érkeznek, percenként atlagosan 2. Az
eszkoz igy kétféle allapotban lehet: ,szabad, passziv, jelre var”, illetve ,foglalt, feldolgozas folyamatban,

nem figyel”.

Modellezziik az eszkoz allapotat folytonos idejii Markov lanccal. Az id6t mérjiik percben.



a.) Irjuk fel a Markov lanc infinitezimalis generatorat. Indokoljuk.

b.) Az eszkéz a miikodése elsG pillanataban szabad. Kozelitleg mennyi a valoszintisége, hogy tiz ora
elteltével éppen foglalt lesz? Miért?

c.) Az eszkorz teljesitményfelvétele passziv allapotban 1W, feldogozas soran viszont 10WW. Mennyi az
atlagos teljesitményfelvétel hosszi tavon? Miért?

Megoldas: Az allapotokat jeloljiik szamokkal: legyen S = {0, 1} ahol 0 a passziv, 1 pedig az aktiv allapot.
Jeloljiik a rendszer allapotat ¢ id6 elteltével X;-vel. Mivel csak két dllapot van, ugrani persze 0-bol csak
1-be, 1-b6l pedig csak 0O-ba lehet.

a.) Az 1-bol 0-ba ugras rataja A\jg = 60, mert a feldolgozassal eltoltott idd varhato értéke il = /\%0 = i

A 0-bol 1-be ugras rataja Aoy = 2, mert ilyen rataji Poisson folyamat szerint érkeznek a jelek. Ezek a
Aij-k lesznek a G infinitezimalis generator f6atlon kiviili elemei. A f6atlot pedig tgy toltjiik ki, hogy

minden sordsszeg 0 legyen. Tgy
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b.) Mivel a Markov lanc véges allapotteri, irreducibilis és folytonos idejii, a Markov lancok alaptétele
szerint hosszi id6 elteltével az egyes allapotok valosziniiségei tartanak a (z egyetlen) stacionarius
eloszlas szerinti siillyokhoz. 10 6ra azaz 600 perc pedig (ilyen ratak mellett) hossza ids. Ezért keressiik
a T = (m m) stacionarius eloszlast a GTnl = 0 lineéris egyenletrendszer megoldésaval:
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avagy a linedris algebraban szokasos tomor jeloléssel
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A két egyenlet egyméasnak —1-szerese, igy elég mondjuk az els6t nézni: —2my + 607, = 0, amibdl
mo = 30m. Példaul m; = 1 valasztéassal is megkapjuk az egyenletrendszer egy lehetséges megoldasat:
= (30 1). A keresett stacionérius eloszlas ennek olyan konstansszorosa, amiben az elemek 6sszege 1:
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A Markov lancok alaptétele szerint tehdt P(Xgo0 = 1) &~ m = 37 ~ 0.0323.

c.) A pillanatnyi teljesitményfelvétel a ¢ idSpontban f(X}), ahol az f : S — R megfigyelhet6 mennyiség
olyan, hogy f(0) =1 és f(1) = 10. Ezt célszerii oszlopvektorként irni:
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Mivel a Markov lanc véges allapottert és irreducibilis, az ergodtétel értelmében f(X;) id6atlaga hosszu
tavon (1 valoszintiséggel) tart az egyetlen 7 stacionarius eloszlas szerinti varhato értékhez:
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4. Egy kis telefonkozpontba érkezd, egymést kovetd hivasok kozott eltelt id6 mindig exponencialis eloszlast 1
perc varhato értékkel, és fiiggetlen az el6zményektsl. Adjunk nagy eltérés becslést annak valoszintiségére,
hogy reggel 8 6ratol szamitva a 400-adik hivasra kevesebb, mint 5 6rat kell varni.

(Segitség: a X\ paraméterid exponencidlis eloszldis Cramér féle ratafiigguénye

I(z) =AXx —In(Ax) =1 (hax>0).



A X paraméterd Poisson eloszlds Crameér féle rdtafiiggvénye

I(z) =azln(x/X\) —xz+ X (hax>0))

1. Megoldas: Legyen n = 400 és X, X, ..., X, fliggetlen azonos 1 paraméterti exponencidlis eloszlasi
valoszintiségi valtozok: azt jelentik, hogy az egyes hivasok kozott mennyi idé telik el (percben). Igy
S, = X1+ -+ X, a 400-adik hivas ideje, és a kérdés P(S,, < 300). Erre a Hoeffding-egyenlGtlenség
nem alkalmazhatd, mert az X-k nem korlatosak. Marad a Cramér tétel. Ehhez a kérdéses valoszintiséget
P(S, < 300) = P(2= € (0,3]) = P(%2 € (a,b]) alakba irjuk. Mivel EX; = m-re b < m, a Cramér tétel
szerint (az exponencidlis eloszlas ratafiiggvényét hasznilva A = 1-gyel)

IP’(& € (a,b])) S e MO = 1) x 1507 9841077,
n

2. Megoldas: Vegyiik észre, hogy a hivasok Poisson folyamat szerint érkeznek, ezért az 1 perc alatt
érkez6 hivasok szama Poisson eloszlasi A = 1 varhato értékkel, és az egyes percek fiiggetlenek. Igy ha
n=300¢és S, = X;+---+ X, az 5 ora alatt befutott hivasok szama, ahol X} ~ Poi(1), akkor a kérdés
P(S, > 400). Mivel § > m = EX}, = 1, a Cramér tétel szerint (a Poisson eloszlés ratafiiggvényét hasznalva
A = 1-gyel)

WA
P(S, > 400) = IP(S— € [g, 50)) < e P0IG) x 1307 2841077,
n

3. Megoldas: Pontosan ugyanezt kapjuk akkor is, ha egybevessziik az 5 6ra alatt érkez6 Osszes hivast:
a 300 perc alatt érkezé hivasok szama Poisson eloszlast A = 300 varhaté értékkel. Igy alkalmazhatjuk a
Cramér tételt az S, = X egytagu sszegre (n = 1), ahol X; ~ Poi(300), és a kérdés P(.S,, > 400). Mivel
400 > m = EX; = 300, a Cramér tétel szerint (a Poisson eloszlas ratafiiggvényét hasznalva A = 300-zal)

P(S, > 400) = P(& € [400, 00)) < e 11H00) o o=1507 5 9 84 . 1077,
n



