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2015. junius 9. 8:00. Munkaidé: 70 perc.

1. Legyen X7, Xy, ... fiiggetlen, standard normalis eloszlasu valoszintiségi valtozok sorozata. Legyen S, =
X1+ Xo+ -+ X, éslegyen VU, az Sn—" valoszintiségi valtozo karakterisztikus fliggvénye. Mennyi ¢ € R-re
a lim, o ¥, (t) hatarérték?

Megoldas:
Az X;-k kozos varhato értéke M = EX; = 0, igy a nagy szamok gyenge torvénye értelmében S—n" =
M = 0. A folytonossagi tétel pedig azt allitja, hogy emiatt W, pontonként tart az M = 0 val.valtozo
karakterisztikus fiiggvényéhez, vagyis Wy (t) = Ee™™ = €0 = 1-hez. Vagyis minden t € R-re

lim ¥, () = 1.

n—o0

2. Egy forgalmas helyen 1évS készpénzautomatat egy nap alatt (feltoltéstsl feltoltésig) 500 ember hasznal.

A legkisebb felvehet6 Gsszeg ezer Ft, a legnagyobb szazezer Ft. A bank tapasztalata szerint az emberek
atlagosan 20-ezer Ft-ot vesznek fel. Az egyes emberek altal felvett 6sszegek fiiggetlenek egymastol. Mennyi

pénzzel kell az automatat feltolteni, ha 99%-ig biztosak akarunk lenni benne, hogy nem fogy ki a kévetkezd
feltoltésig?

Megoldas:
Legyen n = 500, és szamoljunk minden pénzosszeget ezerFt’-ban, hogy ne kelljen olyan nagy szamokat
irni. Az egy nap alatt felvett 6sszeg
Su= X1+ + X,
ahol X; az i-edik ember altal felvett Gsszeg. S, varhato értéke a szoveg szerint ES,, = n - 20 = 10000.

A Hoeffding-egyenlGtlenség szerint minden pozitiv t-re

22
P(S, > ES, +t) <exp (_Zn 0 —a )2) ,
i=1\Vi — g

ahol a; és b; az X; also illetve fels6 korlatja: esetiinkben minden a; = 1 és b; = 100, igy a tort nevezGje

n

> (b — a;)* = 500 - (100 — 1)* = 4900500.

i=1
Legyen tehat a betoltott pénz K = ES, + t, ahol
( 2t ) 0.01 (& dig 0.99)
exp | —==x =0. és nem pedig 0.99),
2oz (b — a;)?
vagyis
2t In(0.01) 2In 10
——= = In(0.01) = —21n 10,
> ic (b — a;)?
amibdl

n

t=|(n10)) (b — a;)> = VIn 10 - 4900500 ~ 3359,

i=1

Tehat K ~ 10000 + 3359 = 13359 eFt-tal kell az automatat feltolteni.

3. Az abran lathato graf egy diszkrét ideji, id6ben homogén Markov lanc pozitiv valoszintiségi egylépéses
atmeneteit mutatja. Osztalyozzuk az allapotokat aszerint, hogy melyik melyikkel érintkezik! Minden
osztalyrol allapitsuk megy, hogy

e zart-e vagy nyilt, 1\ /: 2
e lényeges-e vagy lényegtelen, 3 /

visszatérG-e vagy atmeneti, /

Ca==50)
. ., B
e mennyi a periddusa.



Megoldas:

osztaly | zartsdg | lényegesség | visszatérés periodus
{1} nyilt | lényegtelen | atmeneti | oo, vagy nincs

{2;3} nyilt | lényegtelen | Atmeneti 2

{4;5} zart lényeges visszatérs | 1, aperiodikus

Edemes megjegyezzni, hogy az {1} egy tisztességes egyelemii osztaly: dnmagaval definici6 szerint minden
allapot kommunkial, még akkor is, ha pozitiv lépésszamban nem lehet oda 6nmagabol (sem) visszajutni.
Masképp mondva: az i «~ j relacio (,i kommunikal j-vel”) egy rendes ekvivalencia, és a belSle adodo
osztalyozasnak az allapottér minden elemét le kell fedni. Az mas kérdés, hogy az {1} osztaly periodusa
problémas: az lireshalmaz legnagyobb koz0s osztdja, ami izlés szerint lehet oo, vagy nem definialt.

. Egy kisbolt parkol6jaban 3 auténak van hely. A parkolohoz Poisson-folyamat szerint érkeznek az autos
vevok, atlagosan 5 percenként. Ha a parkol6 tele van, akkor tovaAbbmennek, ha pedig van hely, akkor
leparkolnak és bemennek a boltba, ahol exponencidlis eloszlastu véletlen id6t toltenek el, 5 perc varhato
értékkel, egyméstol fiiggetleniil. Vasarlas utan azonnal autéba iilnek és elhajtanak. Kezdetben a parkolo
tires. Jelolje X; (¢ > 0) a parkoloban 1év6 autok szaméat ¢ perc elteltével.

(a) Modellezziik X;-t folytonos idejii Markov lanccal. Adjuk meg az allapotteret és az infinitezimalis
generatort. (Vigyazat: érdemes észnél lenni. Két bent 16v6 vevs egyike konnyebben elmegy, mint egy

vevs dnmaga.)

(b) Szamoljuk ki X; stacionérius eloszlasat.
(c) Hosszu id6 elteltével kozelitéleg mennyi a valoszintisége, hogy a parkolot iiresen talaljuk?
(d)
)

d

(e) A potencialis autos vevsk hany %-at vesziti el a bolt amiatt, hogy kicsi a parkoloja?

Hosszi id6 atlagaban hany auto all a parkoloban?

Megoldas:
X, véges allapottert sziiletési-halalozési folyamat. Az id6t percben mérjiik, igy a felfelé ugras ratéja (auto
jon) mindig £, hacsak nem tele van a parkolo, a lefele ugras ratéja (auto megy) pedig az ¢ allapotbol i - £,
i=0,1,2,3.

(a) Az allapottér S = {0;1;2;3}, a generator

~1/5 1/5 0 0
1/5 —2/5 1/5 0
0 2/5 -3/5 1/5
0 0 3/5 -3/5

G:

(b) A sziiletési-haldlozasi folyamat stacionérius eloszlasa a szomszédos allapotoknak olyan relativ sulyt
ad, ami reciproka az egymasba valo dtugrasok ratai aranyanak. Vagyis mg:my =1:1,m :me =2:1,
g 3 =3 :1,. Osszesitve my:m :m w3 =6:6:3:1. Az aranysort lenormalva
_ (6 6 3 1
= (E 16 16 E) :
Persze ugyanez jon ki, ha megoldjuk az GTnT = 0 egyenletrendszert (a transzponélas nagyon
fontos), vagyis azt, hogy (az atlathatosag kedvéért 5-tel végigszorozva)

-1 1 0 010
1 =2 2 0|0
0 1 -3 310
0o 0 1 =30

(c) Hosszi id6 elteltével a kiindulasi allapottol fiiggetleniil a stacionéarius eloszlassal kzelitiink: P(X; =
0] Xo=0)~m =1 = 37.5%.



(d) Az ergodtétel értelmében az idGatlag a stacionarius eloszlas szerinti varhato érték, vagyis

6 6 3 1 15
=0 —+1-—4+2-—+3.— =" ~0.094.
ZS:’”T 6166016 16

(Ha valaki mindenaron az allapottéren értelmezett valos értéki fiiggvényre akarja az ergodtételt
alkalmazni, tekintse az f : S — R, f(i) = i fiiggvényt.)

(e) A parkolo az id6 m3 = l—lfj—éban van tele, tehat az autésoknak pontosan azt az %—ét azaz 6.25%-at
veszitjiik el, aki ezalatt jon. Mésképpen szamolva: percenként atlagosan % autos jon arra, de a
Markov lanc felfelé ugrasainak szama (vagyis a ténylegesen leparkolé autok szama) idéatlagban csak

moAo1 + T Arg + oAz = (T + T + M) - % = }—g . %, vagyis az arra jaro autok 1—16—0da nem parkol le.



