Fels6bb Matematika Informatikusoknak A,D és Villamosmérn6kéknek A,B
hazi feladatok a ,,Sztochasztika 2” részhez
2014 6sz

Minden héten Gsszesen egy pontot érnek a kitlizott feladatok.

1.HF: (Beadasi hatarids: 2014.11.10.)

HF 1.0 (Nem beadandé:) Szamoljuk ki a A paraméterii Poisson eloszlas generatorfiiggve-
nyét! (Vigydzat: eldaddson elirtam. Segitség: e* = -, xk—lf)

HF 1.1 Az X nemnegativ egész értéki valosziniiségi valtozo generatorfiiggvénye

g(z) = i + iz + 222 +cz%,  ahol c € R.
(a) Mennyi c értéke?
(b) Mennyi X varhato értéke?
(c) Mennyi X szorasa?
(d) Mennyi a P(X = 2) valoszintiség?
HF 1.2 Egy szabélyos dobokockaval dobunk, majd ami szidm kijott, annyiszor dobunk egy
szabalyos érmével. Jelolje Y az érmével dobott fejek szamat.

(a) Szamoljuk ki Y generatorfiiggvényét. (Tipp: Y eqy véletlen tagszami dsszeg.)
(b) Mennyi Y varhato értéke?

2.HF: (Beadési hatarids: 2014.11.17.)

HF 2.1 Egy boltban minden vevd kiszolgdldsa pontosan egy percig tart. Ez alatt véletlen
szamu ujabb vevs érkezik, és beallnak a sorba. Az egyes vevsk kiszolgalasa alatt
érkez6 1j vevek szama fiiggetlen és azonos, A = % paraméterii Poisson eloszlasi.

A legels6 vevs Pistike, nevezziik 6t egymagat a vevGk ,nulladik generaci6™janak.
Az 6 kiszolgalasa alatt érkez6 vevdk legyenek az ,elsé generacid”. Az elsé generacid
tagjainak kiszolgalasa alatt érkezdk alkossak a vevsk ,masodik generacio™jat, sth. Az
n-edik generéacioba tartozo vevék szamat jeloljiik Z,-nel (n =0,1,2...).

(a) Vegyiik észre, hogy Z,, Galton-Watson elagazo folyamat. Mi az egylépéses utod-
szameloszlas generatorfiiggvénye és varhato értéke?

b

—

Mennyi 71 varhato értéke?

Mi Z3 generatorfiiggvénye?

Szamoljuk ki a P(Zy = 0), P(Z3 = 0) és P(Z, = 0) valoszintiségeket.

A boltos akkor tarthat pihendt, ha egyszer csak iires lesz a sor. Vegyiik észre,
hogy ez pontosan akkor kovetkezik be, ha valamelyik generacié mar iires — vagyis

az elagazo folyamat kihal. Mi annak a valoszintisége, hogy ez el6bb-utobb beko-
vetkezik?

(f) Mennyi a boltos els pihendjéig kiszolgalt Gsszes vevs szaméanak varhato értéke?
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(g) Bonusz feladat: Mi a valasz a e kérdésre, ha a fenti A = 2 helyett A = 27

HF 2.2 Egy vizsgan 400 hallgato vesz részt, és mindegyikiik a tobbitdl fiiggetleniil p = % va-
loszintiséggel vizsgazik sikeresen. Adjunk nagy eltérés becslést annak valosziniiségére,
hogy a résztvevik legalabb fele megbukik.

Tipp: a bukottak szamdt irjuk fel mint figgetlen, azonos eloszlasi (indikdtor) valdszi-
niséqi vdltozok dsszegét.

Tipp: mind a Hoeffding egyenldtlenség, mind a Cramér tétel haszndlhato.
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Vigydzat: a centrdlis hatdreloszlds tétellel torténd kézelités viszont nem nagy eltérés
becslés.

Segitség: a p paraméteri Bernoulli eloszlds Cramér féle rdtafiigguénye

I(x):xln(lx IJ) +1n(1_—x) (ha0<z<1).

-—r p - P

3.HF: (Beadasi hatarids: 2014.11.24.)

HF 3.1 Egy jegypénztarhoz pontosan percenként érkeznek a vevék: minden perc végén pon-

tosan 1. Ez alatt az egy perc alatt a pénztaros véletlen szamu vevét szolgal ki: %

valoszintiséggel 2-t, i valoszintiséggel 1-et, és i valoszintiséggel 1-et sem, az el6zmé-
nyektdl fiiggetleniil. Kivétel ez aldl:
x Ha a perc elején csak 1 vevs all a sorban, mert akkor 6t % valoszintiséggel sikeriil
. 1o 1 PO .
kiszolgélni, § valoszintiséggel pedig nem.
x Ha a perc végén mér 4 vevG all sorban, akkor az tijonnan érkezé nem all be a
sorba, hanem elkullog.

Jelolje X,, a sorban allok szamat az n-edik perc végén (pontosabban: az n + 1-edik

perc elején, kozvetlen azutan, hogy az 1j vevs megérkezett). Tegyiik fel, hogy az elss

perc elején a sorban pontosan 1 ember all, vagyis X, = 1.

a.) Adjuk meg az X, Markov lanc allapotterét. (Vigydzat, érdemes észnél lenni: mik

is a lehetséges, elérhetd dllapotok?)

Adjuk meg a Markov lanc graf-reprezentacidjat!

Adjuk meg a Markov lanc atmenetmatrixat!

Adjuk meg a Markov lanc kezdeti eloszlasat, vagyis a w(0) kezdeti eloszlas vektort!

Mi a valoszintisége, hogy az XoX; X5 ... sorozat (a trajektoria) eleje 12112237

Mennyi a P(X3) = 2 valoszintiség?

Szamoljuk ki X, eloszlasat, vagyis a Markov lanc 2 idGegység utani 7(2) eloszlas-

vektorat !

h.) Mennyi n = 29-re a P(X,, = 3) valoszintiség? Csak képletet kérek! Bonusz: Szi-
moljuk ki a P(X,, = 3) valdsziniséget n = 10, 20, 30-ra valamilyen szdmitdgépes
programmal, ami gyorsan tud mdtrizokat szorozni.

4.HF: (Beadasi hatarids: 2014.12.05.)

1. abra. Markov lanc graf-reprezentéacioja (valosziniségek nélkiil)

HF 4.1 Az 1. abran lathato graf egy diszkrét idejt, id6ben homogén Markov lanc pozitiv
valoszintiségii egylépéses dtmeneteit mutatja. Osztalyozzuk az éllapotokat aszerint,
hogy melyik melyikkel érintkezik! Minden osztalyrol allapitsuk megy, hogy
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x zart-e vagy nyilt,
x lényeges-e vagy lényegtelen,
x visszatérG-e vagy atmeneti,

* mennyi a periddusa.

HF 4.2 Legyen X,, diszkrét ideji, id6ben homogén Markov lanc az S = {0,1,2,3,4,5,6,7}
allapottéren, ami egy sor hosszat modellezi. Az dtmenetvaloszintiségek legyenek olya-
nok, hogy ugrani 1 1épésben csak szomszédos allapotba lehet: a sor hossza % valoszi-
niiséggel 1-gyel csokken, i valoszintiséggel pedig 1-gyel ng. Kivétel ez alol, ha a sor
iires, mert akkor a hossza csokkenés helyett % valoszintiséggel 0 marad, illetve ha a

sor hossza 7, mert akkor novekedés helyett i valoszintiséggel 7 marad.

a.) Keressiik meg a Markov lanc stacionarius eloszlasat. Ehhez hasznaljuk ki, hogy
X, sziiletési-halalozasi folyamat.

b.) Kezdetben a sor iires. Koriilbeliil mekkora a valdszintisége, hogy 1000 1épés utan
ismét iires?
c.) Mennyi lesz hosszu tavon az atlagos sorhossz?

d.) Bénusz kérdés: Mi a valasz a fenti kérdésekre, ha a sorhosszra nincs felsd korlat,
vagyis az allapottér {0,1,2,...}7

5.HF: (Beadési hatarids: 2014.12.12.)

HF 5.1 Egy bonyolult engedélyezési ligy aktajat harom hivatal tologatja egymas kozott. A
Természetvédelmi Hivatal atlagosan 3 honapot iil rajta, majd tovabbkiildi a Miiszaki
Hivatalnak. A Miiszaki Hivatal 4dtlagosan 2 honap utdn tovabbkiildi a Gazdasagi
Hivatalnak. A Gazdasagi Hivatal atlagosan 1 honapot dolgozik vele, majd kockado-
béssal dont, éspedig % valoszintiséggel a Természetvédelmi, % valoszintiséggel padig a
Miszaki Hivatalnak kiildi.

Modellezziik a rendszert folytonos idejii Markov lanccal. Az id6t mérjiik években. Az
iigy a t = 0 id6pontban a Gazdasagi Hivatalbol indul.

a.) Adjuk meg a tartozkodasi id§ paraméter vektort és a beépitett diszkrét ideji
Markov lanc dtmenetmatrixat.
Adjuk meg az egyes atmenetekhez tartozo ugrasi ratakat.
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Rajzoljuk fel a folytonos idejii Markov lanc graf-reprezentaciojat.

b.)

c.)

d.) Irjuk fel az infinitezimalis generatort és a kezdeti eloszlas vektort.
e.) Keressilk meg a Markov lanc stacionarius eloszlasat.

£)

Kozelitsleg mennyi a valoszintisége, hogy 7 nap elteltével az akta a Gazdasagi
Hivatalnél lesz?

g.) Kozelitéleg mennyi a valosziniisége, hogy 7 nap elteltével az akta a Miiszaki Hi-
vatalnél lesz?

h.) Kozelitéleg mennyi a valosziniisége, hogy 15 év elteltével az akta a Természetve-
delmi Hivatalnal lesz?

i.) Az iigyon az iigyintézsk a Természetvédelmi Hivatalban napi 3 érat dolgoznak, a
Miiszaki Hivatalban napi 2-t, a Gazdasagiban pedig napi 1-et (mér amikor éppen
naluk van az akta). Mennyi az iigybe fektetett atlagos napi munkaids hosszi
tavon?



