Fels6bb Matematika Informatikusoknak A,D és Villamosmérn6kéknek A,B
hazi feladatok a ,,Sztochasztika 2” részhez
2014 6sz

Minden héten Gsszesen egy pontot érnek a kitlizott feladatok.

1.HF: (Beadasi hatarids: 2014.11.10.)

HF 1.0 (Nem beadandé:) Szamoljuk ki a A paraméterii Poisson eloszlas generatorfiiggve-
nyét! (Vigydzat: eldaddson elirtam. Segitség: e* = -, xk—lf)

Megoldas:
o) . o) - )\ - 00 - . a
= ZIP(POZ()\) = k)" = Z )‘—z =e )‘Z k' = e M = D,
k=0 k=0
HF 1.1 Az X nemnegativ egész értékd valdsziniiségi valtozo generatorfiiggvénye
1 1 3
g(z) = 1 + 17 + §22 +cz%,  ahol c € R.

(a) Mennyi c értéke?

(b) Mennyi X varhato értéke?
(c)
(

d) Mennyi a P(X = 2) valosziniiség?

Mennyi X szorasa?

Megoldas:
(a) Minden genaratorfiiggvényre igaz, hogy ¢g(1) = 1, ezért

1 1 3 1 1 3
ND=-+4+--1+--12 BB =o 442 =1
g(1) 4+4 +8 +c 4+4+8+c ,
amibdl ¢ = %. Ebbsl
11 3, 1.,
g(z)—4+4z—|—8z +8z

b) Mint mindig, EX = ¢/(1). Ehhez
g g

amibdl 1 ) 1
EX = ¢(1) = -+ 2-2+=.3=-— — 1.375.
g)=7+35-2+3 8

(¢) Mint mindig, D*X = ¢”(1) + ¢/(1) — ¢/(1)?. Ehhez
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(d) Mint mindig, P(X = 2) = £ Esetiinkben ¢”(0) = 2, amibsl

33
MX:@:%:§

Alternativ megoldas: A generatorfiiggvénybdl kiolvashatdé X eloszlasa: py :=
P(X = k) jeloléssel

- 1 1 3
g(z) = Zpkzk =gt §z2 + ez,
k=0

amibdl py = i, p1 = i, P2 = %, p3 = ¢, és a tobbi k-ra p, = 0. Igy persze

(a) > opeope = 1 miatt ¢ = 3.

(b) EX =Y 2 okpe=0-3+1-3+2-34+3-+ =1

(c) E(X?) =Y ok’pr=0%-3+12- 1 +22. 3 +3%. L = 2 Emiatt
2 11

DX — E(X?) — (EX)? = = _ (L) - %

8 8 64

amibdl

DX ~ 0.99

w

(d) P(X =2)=pr =35

HF 1.2 Egy szabélyos dobokockaval dobunk, majd ami szidm kijott, annyiszor dobunk egy
szabdlyos érmével. Jel6lje Y az érmével dobott fejek szamét.

(a) Szamoljuk ki Y generatorfiiggvényét. (Tipp: Y eqy véletlen tagszami dsszeg.)
(b) Mennyi Y varhato értéke?

Megoldas: (2.0. valtozat — néhany sajtohiba javitva, koszonet Botos Csongornak.)

(a) Jelolje N a kockaval dobott szamot, X}, pedig az k-adik érmedobéas soran a ,fej”
indikatorat, vagyis

1, ha a k-adik dobas fej,
k pr—
0, ha nem

fgy Y = Z]kvzl X}, véletlen tagszamu Osszeg, és generatorfiiggvénye

gy (2) = gn(9x(2)),
ahol

= 1 1 1 2+ 2+ 22+t + 20
gN(z):ZIP’(N:k)zk:6zl+622+---+626: 6
k=0

az N generatorfiiggvénye és

- 1 1 1
gx(2) = Z]P’(X = k)" = 520 + 521 _ 1T
k=0

az X;-k kozos generatorfiiggvénye. Osszesitve:

B () ()4 (59" () ()
6 |

gy (2) =



(b) Mivel Y = S° | X, véletlen tagszamu osszeg,

EY — ENEX — 1+2+3g4+5+6.0;1 :Z.

Ugyanez, persze, kiszamolhato sokkal t6bb munkéval is mint EY = ¢{(1).

2.HF: (Beadési hatarids: 2014.11.17.)

HF 2.1 Egy boltban minden vev§ kiszolgdldsa pontosan egy percig tart. Ez alatt véletlen
szamu ujabb vevs érkezik, és bedllnak a sorba. Az egyes vevik kiszolgdlasa alatt
érkez6 1j vevok szama fiiggetlen és azonos, A = % paraméterii Poisson eloszlasi.

A legels6é vevs Pistike, nevezziik 6t egymagat a vevsk ,nulladik generacio”™janak.
Az 6 kiszolgalasa alatt érkez6 vevdk legyenek az ,elsé generacid”. Az elsé generacid
tagjainak kiszolgalasa alatt érkezdék alkossak a vevsk ,masodik generacio™jat, stb. Az
n-edik generéacioba tartozo vevék szamat jeloljikk Z,-nel (n =0,1,2...).

(a)

b

—

C

)
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d)
)
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€

—

(f)
(2)

Vegyiik észre, hogy 7, Galton-Watson elagazé folyamat. Mi az egylépéses utod-
szameloszlas generatorfiiggvénye és varhato értéke?

Mennyi 71 varhato értéke?

Mi Z3 generatorfiiggvénye?

Szamoljuk ki a P(Z, = 0), P(Z3 = 0) és P(Z4 = 0) valoszintségeket.

A boltos akkor tarthat pihendét, ha egyszer csak iires lesz a sor. Vegyiik észre,
hogy ez pontosan akkor kovetkezik be, ha valamelyik generacio mar iires — vagyis

az elagazo folyamat kihal. Mi annak a valoészintisége, hogy ez el6bb-utobb beko-
vetkezik?

Mennyi a boltos els6 pihengjéig kiszolgalt Gsszes vevs szamanak varhato értéke?
Boénusz feladat: Mi a valasz a e kérdésre, ha a fenti A = % helyett \ = 27

Megoldas:

a.)

Valéban, minden vev§ véletlen szami ,utdédot” hoz létre, a tobbitdl fiiggetleniil
és veliikk azonos eloszléssal, igy az egyes generdciok elemszama Galton-Watson
elagaz6 folyamat. Az egylépéses utdodszam-eloszlas éppen a Pistike kiszolgalasa
alatt érkez6k szaméanak eloszlasa, vagyis A = % paraméterii Poisson eloszlés.
Ennek generatorfiiggvénye az 1.0 feladat szerint g(z) = e*1) = 11 varhato
értéke pedigm = \ = %.

EZi =m'" = (3)" ~ 0,056.

73 generatorfiiggvénye

(2) = o(0(0te1) = eap (3 (e (3 (ean (3= ) =1) ) 1) ).

A szokasos r, = P(Z, = 0) jeloléssel o = 0 és r,.1 = g(r,), vagyis

x* rg=20

« 1 = g(ro) = g(0) = ei®@ D ~ 0,4724

% 19 = g(r) ~ g(0,4724) = 10472471 ~ 0, 6732

x 73 = g(r2) = g(0,6732) = €121 ~ 0, 7826
3

x 14 = g(rs) ~ g(0,7826) = e1(®™26-1 ~ (), 8496.
Valoban, pontosan akkor van az elsé pihendig véges sok vevs, ha a nemiires ge-
neraciok szama véges. (Ugyanis az egyes generaciok elemszama kiilon-kiilon min-
denképpen véges.) A kihalas valosziniisége viszont konnyi: mivel m = % <1, a
folyamat szubkritikus, igy P(pihend) = P(kihalas) = 1.
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f.) Mivel m < 1, a folyamat 6ssz-elemszaménak varhato értéke a szokasos jeloléssel
EN =1 =1 —4

1-m 17%
g.) Bonusz feladat: Ha A = 2, akkor m = X\ = 2 > 1, a folyamat szuperkritikus, és a
kihalas valoszintisége nehezebb: a g(z) = z egyetlen [0, 1)-beli megoldéasa. Vagyis
meg kell oldani a g(z) = z egyenletet. Esetiinkben g(z) = e**~1 = 2= igy a

megoldandé egyenlet
62(2—1) —

Ezt algebrai titon megoldani nem lehet, de numerikusan elég konnyii. Mivel a g
fiiggvény fixpontjat keressiik, és tudjuk, hogy ro = 0-bol inditva az r,, := g(r,_1)
sorozat tart ehhez a fixponthoz, az egyik legegyszeriibb megoldas egy tablazatke-
zelé programmal kiszamolni az 7, sorozat elsé néhany (mondjuk 50) elemét: egy
cellaba beirjuk hogy 0, majd az alatta levé cellaban kiszamoljuk a g(felette levé)
értéket, és a cella tartalmat atmasoljuk az alatta levs 48 cellaba. A kapott sorozat
0; 0,13533528323661; 0,17740333081914; 0, 19297524966823; 0, 19907980576336;
0,20152529167524; 0,20251336053740; 0,20291395050895; 0,20307658623782;
0,20314265199913; 0,20316949532043; 0,20318040310131; 0,20318483564429;
0,20318663690331; 0,20318736888815; 0,20318766634852; 0,20318778722911;
0,20318783635204; 0,20318785631440; 0,20318786442662; 0,20318786772323;
0,20318786906289; 0,20318786960730; 0,20318786982853; 0,20318786991843;
0,20318786995497; 0,20318786996982; 0,20318786997585; 0,20318786997830;
0,20318786997930; 0,20318786997970; 0,20318786997987; 0,20318786997993;
0,20318786997996; 0,20318786997997; 0,20318786997998; 0,20318786997998;
0,20318786997998; 0,20318786997998; 0,20318786997998; 0,20318786997998;
0,20318786997998; 0,20318786997998; 0,20318786997998; 0,20318786997998;
0,20318786997998; 0, 20318786997998.

A kihalas valoszintisége jol latszik: ro, ~ 0,20318786997998.

HF 2.2 Egy vizsgan 400 hallgat6 vesz részt, és mindegyikiik a tobbitdl fliggetleniil p = % va-
loszintiséggel vizsgazik sikeresen. Adjunk nagy eltérés becslést annak valosziniiségére,
hogy a résztvevsk legalabb fele megbukik.

Tipp: a bukottak szamdat irjuk fel mint figgetlen, azonos eloszlasi (indikdtor) valdszi-
niséqi valtozok osszegét.
Tipp: mind a Hoeffding egyenldtlenség, mind a Cramér tétel haszndlhato.

Vigydzat: a centrdlis hatdreloszlds tétellel torténd kozelités viszont nem nagy eltérés
becslés.

Segitség: a p paraméteri Bernoulli eloszlds Cramér féle rdtafiigguénye

[(x)len( ‘ 1;p)+ln<1_—$) (ha0<z<1)

l—2 »p 1—p

Megoldas: Legyen n =400 és+=1,2,...,n-re

i =

1, ha az i-edik hallgat6é atmegy,
0, ha megbukik.

igy Sy == x1 + Xo + ... X, a sikeresen vizsgazok szama, a kérdés pedig a P(S, < %)
valoszintiség. Az X, valoszintiségi valtozok fiiggetlenek és azonos, p = % paraméterti
Bernoulli eloszlastuak.

a.) AP(S, < %) valészintiség becsléséhez hasznalhatjuk a Hoeffding egyenlGtlenséget,
mivel az X;-k korlatosak: a; < X; < b; ahol a; = 0 és b; = 1 minden i-re, amibdl



Yo (b —a;)?) =>" (1 -0)%) =n-1> =n = 400. Ezen feliil ES,, = nEX; =

i=1
n

np = 300 és § = 200, igy ¢ = 100 valasztissal a Hoeffding egyenl6tlenség miatt

2 . 2
) =P(S, <ES,—t) < exp (— - a<)2)) = exp (—2 10 ) =e ™

P(S, <
(Sn = o (b — 400

|3

vagyis

P(S, < g) <e 1,93 1072,

b.) A P(S, < %) valoszintiség becsléséhez a Cramér tétel is hasznalhat6, mivel az

X;-k azonos eloszlastiak és az eloszlasuk pontosan ismert. Raadésul meg van
adva a Cramér féle ratafiiggvényiik, igy még szamolni se kell sokat. A kérdéses

valoszintiséget P(S, < 2) =P (52 € [0,1]) =P (% € [a,b]) alakba irjuk a = 0,

n

b= % valasztassal. Mivel m = EX; =p = %—del b < m, a Cramér tétel szerint
P (i € [a, b]) < e = oni(3),
n ~~

ahol I a p = % paraméterd Bernoulli eloszlasnak a feladatban megadott Cramér
fele ratafiiggvénye. Ezért

(0)-20(52) ) v

amibdl

Esetiinkben n =400 és p = %, igy

S 1 3 1\ 2 [/3\20
P2t <2)<(4.2.2 = (= ~1 2107,
(r=s)=(+77) =(5) =rmow

Lathato, hogy ebben az esetben a Cramér tétel 1000-szer jobb becslést ad, mint
a Hoeffding egyenléGtlenség.

3.HF: (Beadasi hatarids: 2014.11.24.)

HF 3.1 Egy jegypénztarhoz pontosan percenként érkeznek a vevék: minden perc végén pon-
1

tosan 1. Ez alatt az egy perc alatt a pénztaros véletlen szamu vevét szolgal ki: 5
valoszintiséggel 2-t, i valoszintiséggel 1-et, és i valoszintiséggel 1-et sem, az el6zmé-
nyektdl fiiggetleniil. Kivétel ez aldl:
x Ha a perc elején csak 1 vevs all a sorban, mert akkor 6t % valoszintiséggel sikeriil
kiszolgélni, i valoszintiséggel pedig nem.
x Ha a perc végén mér 4 vevG all sorban, akkor az tijonnan érkezé nem all be a
sorba, hanem elkullog.

Jelolje X, a sorban allok szamat az n-edik perc végén (pontosabban: az n + 1-edik
perc elején, kozvetlen azutan, hogy az j vevé megérkezett). Tegyiik fel, hogy az els6
perc elején a sorban pontosan 1 ember all, vagyis X, = 1.

a.) Adjuk meg az X,, Markov lanc allapotterét. (Vigydzat, érdemes észnél lenni: mik
is a lehetséges, elérhetd dllapotok?)

b.) Adjuk meg a Markov lanc graf-reprezentéaciojat!

c.) Adjuk meg a Markov lanc atmenetmatrixat!

d.) Adjuk meg a Markov lanc kezdeti eloszlasét, vagyis a 7(0) kezdeti eloszlas vektort!
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e.) Mi a valosziniisége, hogy az XoX; X, ... sorozat (a trajektoria) eleje 12112237

f.) Mennyi a P(X3) = 2 valoszintiség?

g.) Szamoljuk ki X, eloszlasat, vagyis a Markov lanc 2 idGegység utani w(2) eloszlas-
vektorat !

h.) Mennyi n = 29-re a P(X,, = 3) valoszintiség? Csak képletet kérek! Bonusz: Szd-
moljuk ki a P(X,, = 3) valdsziniséget n = 10, 20, 30-ra valamilyen szdmitdgépes
programmoal, ami gyorsan tud mdtrizokat szorozni.

Megoldas:

a.) Mivel a vevGket mindig kozvetleniil azutéan szamoljuk, hogy a soron kovetkezs
megérkezett, X, mindig legalabb 1 lesz. Masfel6l, ha mér a 4-et elérte, akkor
tovabb nem néhet, vagyis 5-nél mindig kisebb marad. Igy az allapottér

S ={1,2,3,4}.

b.) Mivel mindig 1 vevs érkezik, a Markov lanc mindig eggyel kevesebbet ugrik lefelé,
mint ahény vevGt sikeriilt kiszolgalni. Vagyis % valoszintiséggel 1-et ugrik lefelé, i
valoszintiséggel nem ugrik sehova, és i valoszintiséggel 1-et felfelé. Kivétel ez alol
a két végss helyzet: 1-bol i valoszintiséggel ugrik 1-et felfelé és % valoszintiséggel
marad; 4-bdl % valoszintiséggel ugrik 1-et lefelé és % valoszintiséggel marad. Igy a

graf-reprezentacio

12
C \_/ ~_ ~_

12 172

3/4 1/4 0 0
1/2 1/4 1/4 0
0 1/2 1/4 1/4
0 0 1/2 1/2
d.) A feladat szovege szerint Xy = 1, vagyis m1(0) = P(Xo = 1) = 1, a tébbi é-re
7;(0) = 0. Vagyis a kezdeti eloszlas vektor w(0) = (1 0 0 0). Ez sorvektor.
e.) P((XoXi ... Xo) = (1211223)) = m(0) PPt P PraPoaPos = 1 151371 = ms-
f.) Bocs, sajtohiba. A helyes kérdés persze P(X3 = 2) =7. A valasz pedig: mivel
Xo=1,P(X;3=2) =P(X;5 =2|Xy =1). Ezt kétfeleképpen is ki lehet szamolni:
i.) 1-bdl 2-be 3 1épésben el lehet jutni az 1112, 1122, 1212, 1222, 1232 utvonala-
kon. Ezek val.ségeit az el6z6 pont mintdjara kiszamoljuk és 6sszeadjuk. Nem
csindlom meg.

pP—

ii.) P(X3 = 2| X, = 1) = P}, vagyis a P? 3-lépéses atmenetmatrix els§ soranak
masodik eleme. A matrix-szorzast elvégezve

301 301 301
YN U0 0

P |2 33929370 3 7 3 V| _
o 11 1|fg 111 0 1 11
2 4 4 2 14 2 4 4
[ \0 0 5 5/ \0 0 5 3 00 3 3

1no4 1 1 17

6 16 16 Y *411** * e ¢
o %k ko ok *Z** b S S S 3

ol s % % % *%**—****’
x k% * 0 % % * * %

ahol a x-gal jelolt elemek szamunkra nem érdekesek, igy ki se szamoltam &ket.
Lényeg, hogy P, = & = 0.265625
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2200\ /2 Loo0
111 111
72) = 7OPP=(1 o002t |2t 1]=
2 1 1 2 11
003 3/\0o03 3
2100
3 1 %iio 1 4 1
=G 10031t 1]=(F % % 0
00 1]
2 2

h.) P(Xy9 = 3) = m3(29), vagyis a 7(29) vektor harmadik eleme. Ezt elegansan tugy
lehet leirni, hogy

0

P(XQQ = 3) - 7T3(29) - 7T<29) g_)

0

Mivel 7(29) = m(0)P* = (1 0 0 0)P*,

0

0

— _ 29
P(Xyp=3)=(1 0 0 0)P*|]
0

Bé6nusz:

O = OO

,GNU Octave™val szamolva:

n| 10 | 20 | 30
an | 0.12629 | 0.13294 | 0.13331
Megjegyzem, hogy n — oo-re a hatarérték ms(c0) = & ~ 0.1333333.

4.HF: (Beadasi hatarids: 2014.12.05.)

1. dbra. Markov lanc graf-reprezentéacioja (valosziniiségek nélkiil)
HF 4.1 Az 1. abran lathato graf egy diszkrét ideji, id6ben homogén Markov lanc pozitiv

valoszintiségii egylépéses dtmeneteit mutatja. Osztalyozzuk az éllapotokat aszerint,
hogy melyik melyikkel érintkezik! Minden osztalyrol allapitsuk megy, hogy
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zart-e vagy nyilt,

*
x lényeges-e vagy lényegtelen,
x visszatérG-e vagy atmeneti,
*

mennyi a periédusa.

Megoldas: Két allapot pontosan akkor van azonos osztalyban, ha egyikbdl a masikba
és masikbol az egyikbe is el lehet jutni (esetleg tobb lépésben). Egy osztaly akkor
zart, ha nem lehet belGle kijutni — egyébként nyilt. Mivel az allapottér véges, minden
osztaly is véges, ezért minden osztaly pontosan akkor lényeges és pontosan akkor
visszatérd, ha zart, egyébként pedig lényegtelen és atmeneti. (Végtelen allapotterek
végtelen osztélyaira ezek a fogalmak sokkal izgalmasabbak.)

Egy allapot periodusa az a legnagyobb szam, aminek minden lehetséges visszatérési
id6 tobbszorose. Egy osztaly periddusa az § elemeinek k6zos periddusa.

Mindezek alapjan

x Az {1,2,3,4} osztély nyilt, lényegtelen, atmeneti, periddusa 2.

x Az {5} osztaly zart, lényeges, visszatérd, periodusa 1 (vagyis ¢ aperiodikus).

x A {6,7,8} osztaly zart, lényeges, visszatérs. Periodusa 1 (vagyis 6 aperiodikus),
hiszen 2 és 3 lépésben is vissza lehet térni ugyanabba az allapotba. A peri-
6dust a megoldas els6 verzi6jaban hibidsan adtam meg. Ko6szOnet az
észrevételért Sukta Beatanak.

HF 4.2 Legyen X,, diszkrét idejid, id6ben homogén Markov lanc az S = {0,1,2,3,4,5,6,7}
allapottéren, ami egy sor hossziat modellezi. Az dtmenetvaloszintiségek legyenek olya-

nok, hogy ugrani 1 1épésben csak szomszédos allapotba lehet: a sor hossza % valOszi-
niiséggel 1-gyel csokken, i valoszintiséggel pedig 1-gyel ng. Kivétel ez alol, ha a sor
iires, mert akkor a hossza csokkenés helyett % valoszintiséggel 0 marad, illetve ha a

sor hossza 7, mert akkor novekedés helyett i valoszintiséggel 7 marad.

a.) Keressiik meg a Markov lanc stacionarius eloszlasat. Ehhez hasznaljuk ki, hogy
X, sziiletési-halalozasi folyamat.

b.) Kezdetben a sor iires. Koriilbeliil mekkora a valdszintisége, hogy 1000 1épés utan
ismét iires?

c.) Mennyi lesz hosszu tavon az atlagos sorhossz?

d.) Bénusz kérdés: Mi a valasz a fenti kérdésekre, ha a sorhosszra nincs felss korlat,
vagyis az allapottér {0,1,2,...}7

Megoldas: A folyamat graf-reprezenticioja a 2 dbran lathat6. Ez valdéban sziiletési-
3/4 3/4 3/4 3/4 3/4 3/4 3/4

3/4 8 1 2 3 4 5 6 7 14
14 14 1/4 s 14 1/4 s

2. abra. Sziiletési-halalozasi folyamat graf-reprezentacioja

halalozési folyamat, mert ugrani 1 1épésben csak szomszédos allapotba lehet.

a.) Sziiletési-halalozasi folyamatban a szomszédos allapotok stacionarius eloszlas sze-
rinti silya gy aranylik egymashoz, mint a kozottiik valo két dtmenethez tartozo
atmenetvaloszintiségek hanyadosa — egészen pontosan olyan sorrendben, hogy

T Pk
Tk+1 Pk,kﬂ

Ez alapjan a példabeli folyamatra

0 3 T 3 Up)

3 w3 3 my 3 s 3 s 3
7T1_]_’7T2_]_’7T3_1’7T4 1’71'5 ]_’7T6 ]_’7'('7 1
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Vagyis a stacionarius eloszlas konstansszorosa a
7 =(3",3%3° 3% 3% 3% 3,1)
vektornak. Ahhoz, hogy az elemek Gsszege 1 legyen, a normalasi konstanst

1 1 1

C:1+3+32+-~-+37_%_3280

-nak kell valasztani, vagyis 7, = ?,’;gg (k=0,1,...,7), avagy
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Vegyiik észre, hogy ehhez 6rvendetes modon fel se kellett irni a 8 x 8-as dtmenet-
matrixot.

A Markov lanc irreducibilis, mert minden allapotbo6l minden allapotba el le-
het jutni. A 0 allapot nyilvanvaloan aperiodikus, mert 1 lépésben vissza lehet
térni. Igy az Osszes tobbi allapot — és az egész Markov lanc — is aperiodikus.
Irreducibilis, aperiodikus és véges allapotteri Markov lanchban a Markov lan-
cok alaptétele szerint az eloszlas hosszu id6 utan kozel van az egyetlen stacio-
narius eloszlashoz. 1000 lépés hosszi idG, igy a kiindul6 allapottol fiiggetleniil
P(X1g00 = 0) & o = 5ocs = 28T ~ 0.66677.

Vezessiik be az allapottéren az f : S — R fliggvényt az f(k) := k definicioval. Ez
az f a sorhosszt méri, és oszlopvektorként tekintiink réa:
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Mivel a Markov lanc irreducibilis és véges allapottert, az ergodtétel szerint f(X,,)
idsatlaga 1 valoszintiséggel tart f-nek m szerinti varhato értékéhez (stlyozott at-
lagahoz), vagyis

N-1

1

limﬁg f(X,) = E mf(k)=nf=m-0+m -1+ +7m-7=
n=0 keS
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Boénusz: A sziiletési-halalozasi folyamatra végtelen dllapottér esetén is igaz, hogy
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méar ha létezik stacionarius eloszlas. Az pedig pontosan akkor létezik, ha az (1)
alapjan definidlt 7 normalhat6. Mas szoval, a stacionarius eloszlas most is kons-

tansszorosa a
N 11 1 1
T = - —, = ...
’3’32’33’



vektornak, mar ha van olyan konstans, amivel ezt megszorozva az elemek 6sszege
1 lesz — vagyis ha az elemek Osszege véges. Esetiinkben szerencsére
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lesz az egyetlen staciondarius eloszlas. Mas szoval

igy

2

=g (k=0.1.23.).

Tk
A Markov lancok alaptételében allitott eloszlas-konvergencia tovabbra is érvényes,
HA a végtelen dllapottert sziiletési-halalozasi folyamat irreducibilis és aperiodikus
és HA van stacionarius elszlasa. Esetiinkben ezek teljesiilnek, igy

2

]P)(X1000 = 0) ~ Ty = g

Hasonlban, az ergodtételben allitott konvergencia tovabbra is érvényes, HA a
végtelen allapottert sziiletési-halalozasi folyamat irreducibilis és HA van stacio-
narius elszlasa és HA az f-nek létezik a m szerinti varhato értéke. Esetiinkben

ezek teljesiilnek, igy az f: S — R, f(k) := k fiiggvényre
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[(Xn) = Zﬂkf(k)=7Tf:7ro~0+7r1~1+...:
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Az utolsd végtelen sort sokféleképpen ki lehet szamolni, pl. tgy is, hogy ész-
revessziik, hogy a 7 eloszlas szerint a sorhossz pesszimista geometriai eloszlasi
p= % paraméterrel, aminek a varhato értéke Y mk = % —1= %

Lathato, hogy a végtelen allapottéren szamolt hatarértékeket elég jol kozelitik
a véges (mindossze 8 elemt) allapottéren szamoltak. Ennek az az oka, hogy a
stacionarius eloszlas a mi modelliinkben gyorsan lecseng, és a k > 7 allapotoknak

egylittesen is kicsi (egész pontosan 3% ~ 0.00015) a sulya.
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