Sztochasztika 2 vizsga megoldokulcs  Felsébb matematika targy.
2015. januar 27. 13:00. Munkaid6: <60 perc.

1. (8 pont) Bergengdcia elektromos hélézatara tizezer fogyaszté kapesolodik. Koziilitk 9000-nek 32 am-
peres biztositéka van, vagyis az altala felvett teljesitmény legfeljebb 324 x 230V = 7360W lehet.
A maradék 1000 fogyasztonak 100 amperes biztositéka van, igy legfeljebb 1004 x 230V = 23000W
teljesitményt vehet fel. Bergengdciaban a ,csucsidd” délutan 2-kor van, ekkor mérik a legnagyobb
fogyasztast. A bergengdc elektromos muveknek az egyes fogyasztok csticsidobeli fogyasztasanak el-
oszlasarol (a fenti korldtokon tiil) fogalma sincs, de azt tudjék, hogy az egyes fogyasztok fogyasztédsai
fiiggetlenek, és hogy az dtlagos dsszfogyasztds csticsidében 3.2 - 10°W. Mekkora kell legyen az elekt-
romos halézat K Ossz-teljesitménye (Watt-ban), ha azt akarjak, hogy a csicsidé-beli 6ssz-fogyasztés
1 — 1078 valdszinfiséggel K alatt maradjon?

Megoldas:
Legyen n = 10000 és a csucsidébeli 0ssz-fogyasztas S, = Xy + -+ + Xioo00, ahol X7, ..., Xig000 az
egyes fogyasztdk fogyasztasai Watt-ban. A Hoeffding-egyenlétlenség szerint minden pozitiv t-re

2t*
P(S, > ES, +t) <exp (— — ),
> iz (b — a;)?
ahol ES,, = 3.2 - 107 a szoveg szerint, a; és b; pedig az i-edik fogyasztéds alsé illetve felsd korlatja: a

konkrét esetben mindegyik a; = 0, a b; pedig a 9000 kisfogyasztora 7360, az 1000 nagyfogyasztora
pedig 23000. Igy a nevezobeli szumma

> (b — a;)” = 9000 - (7360 — 0) + 1000 - (23000 — 0)* = 1.0165264 - 10",

i=1
A 1078-0s biztonsdghoz legyen tehat K = ES,, + t, ahol

2
exp (—Zn = Cbi)2) =10"% (és nem pedig 1 —107%).

i=1

Ez utébbit t-re megoldva

i1 (bi — a;)?
t= \/— 2221(2 ;) In(10-8) = v/4- 1.0165264 - 10'% - In 10 ~ 3.06 - 10,

vagyis K = 3.2-107 + 3.06 - 105 = 3.506 - 107 j6 lesz.

2. (10 pont) Pistike az ablakbdl az utca forgalmat nézi. Személyautok és teherauték mennek arra,
mindkett6é Poisson-folyamat szerint: személyautobdl percenként atlagosan 3, teherautébol percenként
atlagosan 1. Pistike csak a teherautokat szereti. Jokedve 5-6s skalan valtozik (1 és 5 kozott): ha
teherautdt 1at, 1-gyel felfelé ugrik (hacsak nem maér elStte is 5-6s volt), ha pedig személyautdt, akkor
1-gyel lefelé (hacsak nem mar el6tte is 1-es volt). Legyen X (t) Pistike jékedve a t idSpillanatban,
t > 0.

a.) (3 pont) Modellezziik a rendszert folytonos idejii Markov ldnccal. Irjuk fel X (¢) generdtorét.
Indokoljuk.

b.) (3 pont) Hatérozzuk meg (X (), > 0) staciondarius eloszldsét. (Szabad észrevenni, hogy X véges
allapotterti sziiletési-haldlozési folyamat.)

c.) (2 pont) Pistike a nézel6dést teljes jokedvvel kezdte. Egy ora elteltével arra jar az apukaja.
Kozelit6leg mennyi annak a valdsziniisége, hogy Pistikét teljes rosszkedvben (vagyis 1-es dllapot-
ban) taldlja? Miért?

d.) (2 pont) Hosszu tavon az id6 hény szdzalékaban lesz Pistikének 5-6s jokedve? Miért?

Megoldas:



a.) Az id6t mérjik percben. Az éllapottér S = {1;2;3;4;5}. Ugrani csak szomszédos allapotba
lehet, éspedig felfelé 1 rataval (mert a teherautok 1 ratdval jonnek), lefelé pedig 3 rataval (mert
a személyautok 3 rataval jonnek). Persze az 1-bol csak felfelé, az 5-bél csak lefelé lehet ugrani.
fgy a generator

-1 1 0 0 O
3 -4 1 0 0
A=10 3 -4 1 0
o o0 3 -4 1
o o0 0 3 -3

b.) A sziiletési-haldlozasi folyamat staciondrius eloszldsa a szomszédos éllapotoknak olyan relativ
sulyt ad, ami reciproka az egymdsba val6 atugrdsok ratai aranyanak. Vagyis m : m =3 : 1,
my:img=3:1,m3:my=3:1, my:m5=3:1. Osszesitve my : Mg : 73 1My :m5 =81:27:9:3: 1.
Az ardnysort lenormélva

_ (ﬁ 20 9 3 L)
T=1\121 121 121 121 121/
Persze ugyanez jon ki, ha megoldjuk az ATn? = 0 egyenletrendszert (a transzpondalds nagyon
fontos), vagyis azt, hogy

-1 3 0 0 0]0
1 -4 3 0 01/0
0o 1 -4 3 0|0
0o 0 1 -4 3|0
o 0 o0 1 -1]0

c.) Egy o6ra hosszi id6. A Markov lanc irreducibilis, véges allapotterti és folytonos idejli, ezért
a Markov lancok alaptétele szerint a kiinduldsi allapottodl fliggetleniil a stacionérius eloszlassal
kozelithetiink: P(Xgo =1 Xo=5)~m = % ~ 69%.

d.) Az f: S5 — R megfigyelhet6 mennyiség id6atlagat keressiik, ahol

f@%:{1, hai:57

0, ha nem

avagy vektor-jeloléssel

~
I
— o O O O

A Markov lanc irreducibilis és véges allapotterti, igy az ergodtétel értelmében az idéatlag hosszu

tavon >, o mif(i) = f =75 = 57 ~ 0.8%.

3. (7 pont) Két nagy elektromos ellenallasrél szeretnénk eldonteni, hogy melyik a nagyobb. Sajnos az
ellenéallast mérni csak hibaval terhelten tudjuk: a miiszeriink altal mutatott érték egy valdszintiségi
valtozé, aminek a varhaté értéke a tényleges ellendllas, a szorasa pedig 5MS). Ezért aztan mindkét
ellenalldason tobb mérést is végeztiink, és a kovetkezd értékeket kaptuk (MQ-ban).

A ellendllds | 1209 | 1198 | 1200 | 1196 | 1213 | 1209 | 1202 | 1205 | 1208 | 1200
B ellendllds | 1198 | 1202 | 1191 | 1198 | 1192 | 1201 | 1193 | 1193 |

Dontstink 99%-os szinten arrdl a hipotézisrdl, hogy az A ellenéllds legaldabb akkora, mint a B.
(Segitség: az ,A” adatsor dtlaga 1204, a ,B” adatsor dtlaga pedig 1196.)

Megoldas:
Kétmintas egyoldali u-probat végziink:

e kétmintdsat, mert két minta varhato értékét kell osszehasonlitanunk,
e cgyoldalit, mert a hipotézis egy egyenlotlenség,

e u-probat, mert a szorasok ismertek.



Jeloljiik az ,A” adatsor hosszat ni-gyel, elemeit x4, ..., z,,-gyel, a mérés szorasat o;-gyel. Hasonléan
a ,,B” adatsor hosszat jeloljitk no-vel, elemeit vy, . . ., yn,-vel, a mérés szorasat oo-vel. A nullhipotézis
HO: m, > m,,.

Ezekkel a jelolésekkel ny = 10, z = 1204, ny = 8, y = 1196, 07 = 09 = 5.
A teszt-statisztika

Ty 12041196 8

2 2 -
914 % /52 4 52 1.1
n1+n2 TR 5 6 T3

Ezt kell dsszehasonlitani a K = u. = ®1(1 — &) kiiszobértékkel, ahol € = 0.01, mert a hipotérzist
99%-os szinten vizsgdljuk. A tabldzat szerint K = ®71(0.99) ~ 2.33.

~ 3.37.

Dontés: Mivel a probank egyoldali és a nullhipotézis szerint m, > m,, a nullhipotézist akkor kell
elutasitanunk, ha az A adatsor atlaga sokkal kisebb, mint a B adatsor atlaga, vagyis ha u egy
tilsdgosan nagy abszolutértékii negativ szam. Az elutasitas feltétele tehat v < —K, ami nem
teljesiil, ezért a nullhipotézist elfogadjuk.

Természetesen az u és a K pontos értékének kiszamolasa felesleges munka volt: elég annyi, hogy
T —1y >0, ezért u>0.



