2. teladatsor

Generatorfuggvények

2010. november 3. és &.

1. Legyen X, X,,... fliggetlen azonos, N értékii valdszintiségi véaltozok sorozata. Tovabba
legyen N egy N értékli valdszintiségi valtozd, amely fliggetlen az X-ektél. Legyen Y =
ZiN:1 X;. Tudjuk, hogy EY = EN-EX,. Mutassuk meg, hogy a szérasnégyzetre a kovetkezo
egyenloség all fenn:

D?(Y) = D3(N)E(X,)? + E(N)D?(X),).

Megoldas: Alkalmazzuk a teljes varhato érték tételt E(Y) és E(Y?) kiszdmitasdra; dlljon
a teljes eseményrendszer a kovetkezé eseményekbél: {N =0}, {N =1},... ,{N =k},....

2. Egy fizet6s autopalyan kapuknal kell befizetni az uthasznalati dijat. Egy motornak 1, egy
személy auténak 2, egy teherszallité autéonak 5 pénzegységet kell fizetni. Tudjuk, hogy a
jarmivek Poisson-folyamat szerint érkeznek A = 2 jarmi per perc rataval. Megfigyeltiik,
hogy egy jarmii a fenti sorrendben 1/2, 1/3, és 1/6 valészintiséggel esik egy jarmiiosztalyba.
Tovabba, az egymas utani jarmuvek tipusa fiiggetlen.

Hatarozzuk meg, hogy egy ora alatt atlagosan mennyi pénzegységet gytjtenek a kapunal.
Milyen folyamat szerint érkeznek a motorosok?

Megoldas: Legyen a két 6ra alatt elhalad6 jarmiivek szama N, az i-edik jarmi &ltal
fizetett dij pedig X;. Ekkor N ~ POI(120). A teljes befolyt ¢sszeg Y. EY = EN - EX;-et
hasznaljuk; E(N) = 120 és EX; = § -1+ 3 -2+ § -5 = 2, igy EY = 2. A motorosok
egy ritkitott Poisson-folyamat szerint érkeznek, ez maga is egy Poisson-folyamat, a ratdja
1) = 1 motoros/perc.

3. Egy banyasz a banya egy termében rekedt. A terembdl 6t ajté nyilik: az elsé ajtd 2
oranyi ut végén a szabadba vezet. A mésodik ajté egy alagitba nyilik, mely 1 6ranyi séta
utan visszavezet ugyanebbe a terembe a harmadik ajtén keresztiil. A negyedik ajté szintén
egy alagutba nyilik, mely 3 éranyi séta utan vezet vissza ugyanebbe a terembe az 6todik
ajtén keresztil. A banyasz talalomra valaszt egy ajtét, majd minden alkalommal, amikor
a terembe visszaér, elfelejti az addigi valasztasait, és az 0t ajté koziil vélaszt egyet egyenld
valoszintiséggel, az eloz6 valasztasoktol fliggetleniil.

Hatarozzuk meg a szabadba érés idejének generatorfiiggvényét. Hatarozzuk meg a szabadba
érés idejének varhato értékét.

Megoldas: Legyen X a szabadba érés ideje 6raban, és G(z) = E(2*) X generdtorfiiggvénye.
G(z)-re teljes varhato érték tételt alkalmazunk aszerint, hogy melyik ajtén megy be elészor
a banyasz.

G(z) = E(z%) = E(z*] 1. ajt6 )P( 1. ajté )+ (1)

E(z%| 2. vagy 3. ajté )P( 2. vagy 3. ajté ) + E(z¥| 4. vagy 5. ajté )P( 4. vagy 5. ajté ).
(2)

Azt érdemes észrevenni, hogy
E(z¥| 1. ajté ) = 2%,
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mert ilyenkor X = 2. Tovabba
E(2Y| 2. vagy 3. ajt6 ) = E(z* ™) = 2G(2),

mert ha a 2. vagy a 3. ajtoval kezdett, akkor amikor visszaért, elolrol kezdi a probalkozast,
tehat a hatralévo ido eloszlasa ugyanaz, mint X-¢é, de az 6sszes idobe mar beleszamit az az
1 éra is. Hasonlbéan

E(zY| 4. vagy 5. ajt6 ) = E(z* ™) = 2°G(2);

ezeket befrva a kordbbi egyenletbe kapunk egy linedris egyenletet G(z)-re:

1 2 2
G(z) = ng + ng(z) + gz?’G(z),
melyet megoldva
2
z
G =55 o

. Van egy kék és egy piros dobokockank, mindketté szabalyos. Dobunk el6szor a piros
kockaval, majd annyiszor dobunk a kékkel, amennyi a piroson kijott. Jeldlje Y a piroson
kijott szamot, X pedig a kéken kijott szamok Osszegét.

(a) [rjuk fel egy dobokocka generatorfiiggvényét. Hogyan kaphaté meg ebbél EY értéke?
(b) Irjuk fel X generdtorfiiggvényét és szdmitsuk ki ez alapjan EX-et és DX -et.

(¢) Milyen el6jelti cov(X,Y)?

. Legyen X N-értékii valvéltozé. Jeloljitk G(z)-vel a generatorfiiggvényét. Irjuk fel ¥ := X +1
és Z = 2X generatorfiiggvényét G segitségével.

Megoldas: Gy (z) = 2G(z2) és Gz(z) = G(2?).

. Legyenek X7, X, ..., X, fliggetlen és azonos eloszlasu valdszintiségi valtozok, kozos eloszlas-

fiiggvényilk F(z) = P(X; < x). Gondoljuk meg, hogy az Y = max{X;, Xo,..., X, } valo-
szinliségi valtozé eloszlastiiggvénye H(x) = F™(x).

Megoldas:
Hz)=PY <z2)=PXi <2, Xo<z,.. X, <z)=PX; <2)P(Xy<2z) - -P(X, <x)
a fliggetlenség miatt, és

PX; <2o)P(Xy<2)---P(X, <z)=[P(X1 <) =F"(z).

. Legyenek X, X, ... fiiggetlen és azonos eloszlast valoszintiségi valtozdok, kozos eloszlasfliigg-
vényik F(x) = P(X; < z). Legyen v ezektdl fiiggetlen, pozitiv egész értékii valdsziniiségi
véltozé. Jelolje v generdtorfiggvényét G(z). Mutassuk meg, hogy az Y = max{ Xy, Xo,..., X, }
valdszintiségi valtozé eloszlasfiiggvénye H(x) = G(F(x)).

Megoldas: Hasznéljuk a teljes valdsziniiség tételt H(z) = P(Y < z) kiszdmitdsara v
értéke szerint felbontva az eseményteret. P(Y < z|v = n) kiszdmitasara pedig alkalmazzuk
az el6z6 feladatot.

. Egy vetélkedon 3-5 {6s csapatok vesznek részt. Egy csapat minden tagjanak haromszor kell
dobnia egy labdaval, és a csapat eredménye ezen dobasok koziil a legnagyobb. A versenyen
minden résztvevé egyforman jol dob, egy dobds nagysaganak stiriiségfiiggvénye (méterben):



A versenyen ugyanannyi 3, 4 illetve 5 fés csapat van. Taldlomra kivalasztunk egy csapatot.
Mi az eredményiik eloszlasfiiggvénye?

Megoldas: Az el6z6 feladatot alkalmazzuk; legyen v annak a szama, hogy a kivélasztott
csapat hényat dob osszesen. Ez 9, 12 Vagy 15 lehet 3 i1 5 valoszinliséggel. v generdtorfiggvénye
G(z) = 32° + 322 + 321, mig F(x ff =22 -2 1€ [10,25].

9. (a) Jeldlje X egy szabélyos kockéval az els§ 6-osig sziikséges dobédsok szamat. Hatdrozzuk
meg X eloszlasdanak generdtorfiiggvényét az elsd dobds szerinti feltételes felbontdsbdl
addédo rekurzid segitségével.

(b) Jelolje Y az ahhoz sziikséges dobdsok szdmat, hogy két 6-os j6jjon egymds utan. Mi
lesz Y eloszlasanak generatorfiiggvénye? (Irjunk fel rekurziot az elsé 6-os utdani dobds
értéke szerint feltételesen.)

Megoldas: G(z) = 1z + 22G(2), és H(z) = G(2) [z + 32H(2)]. Az elsé egyenletben
% valdszintiséggel egybdl kijon a 6-os, egyébként pedig olyan, mintha elolrol kezdenénk, a

masodik egyenletben pedig el6szor meg kell varni az els6 6-ost, aztan vagy egybdl kijon a

masodik 6-o0s, vagy kezdhetjiik elolrol az egészet.

10. Tekintsiink egy diszkrét ideji prioritdsos kiszolgalé rendszert (non-preemtive, FIFO) két
osztallyal: 1. és 2. Az 1. osztalynak prioritdsa van a 2. osztallyal szemben. Minden
csomagnak a kiszolgalasa két idoegységet igényel. Egy idGegység alatt mindkét osztalyba
legfeljebb egy 1j csomag érkezhet: az 1. osztalyba p valészintiséggel, a 2. osztalyba r
valészintiséggel érkezik csomag. Tegyiik fel, hogy 0 < p,r < 1.

Hatarozzuk meg egy 2. osztalybeli csomag kiszolgaldsahoz sziikséges id6 generatorfiiggvényét,
ha a csomag nem tires 2. osztalyba érkezik.

Centralis hatareloszlas-tétel

11. A Soéder kft. az épitéiparban tevékenykedik. Minden hoénap elején 70% eséllyel kapnak
munkat. A munka mindig ugyanaz, minden esetben egy hénapig tart, és a bevétel egy ilyen
munkabdl 1 milli6 forint. Egy tétleniil toltott honap bevétele 0.

(a) Mennyi 30 hénap alatt a bevételiik varhaté értéke?

(b) Becsiiljiik meg, mekkora annak az esélye, hogy 30 héonap alatt a bevételiik kevesebb,
mint 20 milli6 forint.

(c) Becsiiljiik meg, mekkora annak az esélye, hogy 30 héonap alatt a bevételiik kevesebb,
mint 15 milli6 forint.

Megoldas:

(a) 30 hénap alatt a bevételiik varhat6 értéke 21 milli6 forint.

(b) Legyen S a bevételiik 30 hénap alatt (millié forintban). P(S < 20)-at szeretnénk
megbecsiilni ugy, hogy S-et normalis eloszlassal kozelitjik. Vegyiik észre, hogy S nem
vehet fel 19 és 20 kozotti értékeket, mig a kozelité normalis eloszlas folytonos, igy
valamekkora valdszintiséggel 19 és 20 kozé esik. Legyen Z a kozelité normalis eloszlas;
paraméterei m = 21 és o = v/30-+/0,3 -0, 7. P(S < 20)-ra szeretnénk pontos becslést.
Erre széba jon az elébbiek miatt P(Z < 19) és P(Z < 20) is; melyiket hasznaljuk? A
legjobban akkor jarunk, ha ilyenkor 19,5-et helyettesitiink be. Szdmszertien:

P(S <20) = 0,275
P(Z <19) = 0,212
P(Z <20) = 0,345
P(Z <19,5) = 0,269



12.

13.

Domotor rulettezik a kaszinéban. Minden egyes korben 1000 forintot tesz ,,piros”-ra. 100
jaték utan 3000 forint a vesztesége. Erdemes-e csaldsra gyanakodnia? (A rulettkorongon
Osszesen 37 mezo szerepel, melyek koziil 1 zold, 18 piros és 18 fekete. Szabalyos jaték esetén
mindegyik egyforma eséllyel jon ki.)

Megoldas: Domotornek nem érdemes gyanakodnia. Ha a tényleges vesztesége 100 jaték

utan S, akkor ES ~ —2703 és DS =~ 9996, tehat joval a szérdson beliil van az eltérés a
varhaté értéktol.

Az egy zsédkban 1é6v6 cement silyanak varhato értéke 50 kg, szérasa 3 kg. Hany zsdk cementet
vasaroljunk, hogy legaldbb 2 tonna cementiink legyen legalabb 95% eséllyel? Ha ennél eggyel
tobb zsdkot vasarolunk, mekkora biztonsaggal lesz legalabb 2 tonna cementiink?



