4. feladatsor

Markov-lancok
2011. november 23.

Diszkrét idejii Markov-lanc

1. Tegytik fel, hogy 0 < a,b < 1 és legyen
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az dtmenetvaldszinliség matrixa egy Markov-ldncnak a {0, 1} dllapottéren. Ekkor

Pn_(a+b)1{rg Z]—i—(l—a—b)" [_“b ‘ba]}.

Hol jelenik meg a stacionarius eloszlas?

2. Az aldabbi &tmenetvaldszinliség matrixszal adott Markov-lancok esetén irjuk fel a grafreprezentéciét, hatédrozzuk

meg a periédust, visszatéroséget.
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Hatarozzuk meg a 1223 trajektoria valoszintiségét az 1. esetben.

Hatérozzuk meg a P(Xo =2 | X =1) és a P(X3 =3 | X = 4) val6sziniiségeket a 2. esetben.
Hatérozzuk meg a P(Xs =2 | Xo = 1) és a P(X3 = 3 | X = 4) val6szintiségeket a 3. esetben.
Hatarozzuk meg a staciondrius eloszlast minden P; esetén.

3. Londonban egy esds napot 70% eséllyel kovet esés nap és 30% eséllyel szdraz nap, mig szaraz napot 50%
eséllyel kovet es6s és 50% eséllyel szaraz nap.
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Szamitsuk ki, hosszi tdvon a napok hényadrésze es6s (azaz a staciondrius eloszldst).

Tegytik fel, hogy ma esett. Mekkora a valdszintisége, hogy két nap milva is esni fog? Es annak, hogy
3 nap milva esni fog?

Tegyiik fel, hogy ma nem esett. Mekkora a valdszinlisége annak, hogy 60 nap mulva esni fog?

Es6s napokon a kozlekedés 2 Ft-ba keriil, nem es0s napokon 1 Ft-ba. Mi a kozlekedés hosszutavi
atlagos koltsége?

4. Egy dobdkockat minden perc végén véletlenszertien atforditunk valamelyik szomszédos lapjara. Jelolje
X, az n-edik perc végén feliil 1évé szamot. Gondoljuk meg, hogy X, irreducibilis Markov-lanc. Mi az
atmenetmatrix és a stacionarius eloszlas?

5. Egy bonyolult berendezést (gyar, nagyméretii szdmitégép-hélézat, tarsashdz, stb.) kis szakértelemmel ren-
delkezo személyzet feliigyel. A berendezéssel szamos probléma adddik folyamatosan, ami kiillonbézéképpen
befolyasolja a berendezés produktivitasit. Az igazi szakérték hetente jonnek, és minden egyes alkalom-
mal rendbe rakjak a berendezést. Amikor megérkeznek, négy édllapot valamelyikébe soroljak az aktuédlis
szituaciot:

1 — problémamentes; 2 — kis javitds; 3 — nagy javitas; 4 — katasztrofa.
Az allapotfelmérés és a rendberakas dra az egyes allapotokban:
10 (1), 30 (2), 100 (3), 1000 (4) pénzegység.

Az egymads utdni hetek allapotai modellezziik Markov-lanccal. Az dtmenetvaldszintiség matrix a kdvetkezo:

0,4 0,4 0,2 0
0,2 0,6 0,1 0,
0 0,3 04 0

1
.3
0,5 0,4 0,1 0

(az allapot sorrend 1,2,3,4 feliilrdl lefelé, illetve balrdl jobbra).



Mi a valészintisége annak, hogy egy kis javitds utédn két héttel (tehdt egy hét regisztracidjat kihagyjuk)
problémamentes a rendszer?

Mi a valésziniisége annak, hogy egy problémamentes hetet harom tovabbi problémamentes hét kovet?

Hosszu tavon a feliilvizsgdlatok hany szazalékaban lesz a rendszer az ¢ allapotban? Vizsgdljuk meg
minden a négy allapotra.

Mi a valészinlisége annak, hogy a 100. héten a rendszer az i allapotban van. Vizsgaljuk meg minden
a négy allapotra.

Mi a szakértok alkalmazédsanak hosszu tavu dtlagos koltsége?

6. A Séder kft. bévitette repertodrjit. Most mar kétféle munkdt vallalnak: A és B tipusit. Az A tipusu
munka 1 hénapig tart, és a bevételiik beldle 1,6 milli6 forint, a B tipusi munka 2 hénapig tart és a bevételiik
bel6le 3 millié forint. Minden honap elején vesznek fel rendelést, feltéve, hogy nem tartanak éppen egy
B tipust munka kozepén. Minden hénap elején 50% eséllyel érkezik megrendelés B tipusi munkdra és
60% eséllyel A tipusi munkara (fliggetlentil). Ha csak az egyik t{pust munkdra érkezik megrendelés, azt
vallaljak el. Ha nem érkezik megrendelés, tétlentil toltik a honapot, és a bevételitkk 0. Melyiket érdemes
valasztani, ha mindkettére érkezik megrendelés? Azaz:

(a)

(b)

Modellezziik a Soéder kft. havi tevékenységét Markov-lanccal. Mik legyenek az allapotok? Mik az
atmenetvaloszintiségek akkor, ha az A munkat preferdljak, amikor mindkettére érkezik megrendelés?
Mik az dtmenetvaldsziniiségek akkor, ha a B munkéat preferaljak?

Szamitsuk ki a stacionarius eloszlast mindkét esetben, majd ez alapjan adjuk meg, mennyi a Séder
kft. atlagos havi bevétele hosszu tavon abban az esetben, ha az A, és abban az esetben, ha a B
munkét valasztjak.

Folytonos idejii Markov-lanc

7. Tekintsiik a kovetkez6 3 modellt
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(b)

()

()

On-Off rendszer. Ha egy gép miikodéképes, akkor Exp(\) ideig még miikodik. Ha elromlik, akkor
a megjavitdsa Fap(p) ideig tart, eddig nem miikodéképes. Amint megjavitottdk, rogton mitkodni
kezd. Javitasi és miikodési peridédusok minden tekintetben fliggetlenek egymastol.

Tekintstik az M/M/2 (M/M/c) kiszolgdlémodellt A beérkezési intenzitdssal. A csomagok mérete
egymastdl fliggetlen, exponenciélis eloszldsi p paraméterrel. A /2 (/c) azt jelenti, hogy 2 (¢) szerver
szolgalja ki a csomagokat. Egy szerver egyszerre csak egy csomagot szolgal ki.

Tekintsiik az M /M /1/B kiszolgalémodellt A beérkezési intenzitdssal, ahol B pozitiv egész szam. A
csomagok mérete egymastdl fiiggetlen, exponencidlis eloszldsi p paraméterrel. A /B azt jelenti,
hogy 0Osszesen B igény lehet a rendszerben, az is beleszamit, amelyik éppen kiszolgédlas alatt van.
Egy szerver egyszerre csak egy csomagot szolgal ki.

Tekintsiik az M /M /2/B kiszolgalémodellt A beérkezési intenzitdssal, ahol B pozitiv egész szam. A
csomagok mérete egymdstol fiiggetlen, exponencialis eloszlasi p paraméterrel. Egy szerver egyszerre
csak egy csomagot szolgal ki.

Legyen X (t) a t id6ben a rendszerben 1év6 csomagok szama. Az (X (t),t > 0) folyamat folytonos ideji
Marov-lanc.

Minden modell esetén hatdrozzuk meg az exponencidlis érak paramétereit (2. definicié), hatdrozzuk meg
a bedgyazott Markov ldnc ) dtmenetvaldsziniiség matrixat és a (i) tartézkoddsi idé paramétereket (1.
definici6). Hatdrozzuk meg a Markov-lanc generédtorat (A).

Hézi feladat: 5. (c),(d),(e); 7. (d)



