4. feladatsor

Diszkrét ideji Markov-lancok

2010. november 22. és 24.

1. Londonban egy esés napot 70% eséllyel kovet es6s nap és 30% eséllyel szdraz nap, mig szdraz napot 50%
eséllyel kovet esOs és 50% eséllyel szaraz nap.

(a) Szamitsuk ki, hosszi tdvon a napok hanyadrésze esds (azaz a stacionarius eloszlést).

(b) Tegyiik fel, hogy ma esett. Mekkora a valdszintisége, hogy két nap milva is esni fog? Es annak, hogy 3
nap mulva esni fog?

Megoldas: Legyen X; = az id6 az i-dik napon.

Xo, X1,... Markov-lanc, hiszen az id6jaras mindig csak az el6z0 nap idéjarasatol fiigg. X-nek két allapota
van: 0 — szaraz; 1 — esés. Az dtmenetvaldsziniiség matrix:

0,5 0,5
P‘{o,?, 0,7]

Jeloljitk m = [mg m1]-gyel a Markov-lanc staciondrius eloszldsét.

az allapotok sorrendje: 0,1.

(a) kérdésre a vélasz a staciondrius eloszlds mdsodik koordinétédja, m . Ugyanis az ergod tétel szerint:

X, =1 X, =1 e+ X1 =1
es6s napok idéaranya = lim {Xo b+ I s +1{ ! ! =m.
n—oo n

A stacionéarius eloszlds az alabbi egyenletrendszer megoldasa

’?] = [mo m] (1)
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Az els6bol azt kapjuk, hogy
0,579 + 0,31 = mo 0,5m9 +0,7m = m

azaz

T = —TQ-

Ezt a (2)-be helyettesitve:
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(b) kérdésre a valasz P(Xo =1] Xo = 1), illetve P(X5=1| Xo = 1).

P(X2 =1| Xo = 1) kiszdmoldsdhoz ki kell szdmolni a 2 hosszt utak valésziniiségét, és ssze kell adni:
P1—1—1 + P1—0—1 = 057 057+073 075 = 0564

A kiszdmoldshoz haszndlhatjuk, hogy P(X,, = j [ Xo = i) = [P"];, tehdt P(Xo = 1| X =1) = [P2]11 =

0, 64

P(X3 = 1| Xo = 1) meghatdrozdsidhoz ki kell szdmolni a 3 hosszi utak valdsziniiségét, és Gssze kell adni.
Vagy P(X; = 1| Xo =1) = [P] |



2. Egy dobdkockat minden perc végén véletlenszeriien atforditunk valamelyik szomszédos lapjara. Jelolje X,, az
n-edik perc végén feliil 1év6 szamot. Gondoljuk meg, hogy X, irreducibilis Markov-lanc. Mi az dtmenetmatrix
és a staciondrius eloszlds?

Megoldas: Az atmenet valészinliség matrix az 1,2,3,4,5,6 dllapotokon:

0 1/4 1/4 1/4 1/4 0
1/4 0 1/4 1/4 0 1/4
1/4 1/4 0 0 1/4 1/4
1/4 1/4 0 0 1/4 1/4
1/4 0 1/4 1/4 0 1/4

0 1/4 1/4 1/4 1/4 0

A staciondrius eloszlds: m = [g 56635 g]

3. Egy bonyolult berendezést (gyar, nagyméretii szamitégép-hélézat, tarsashdz, stb.) kis szakértelemmel ren-
delkezé személyzet feliigyel. A berendezéssel szdmos probléma adddik folyamatosan, ami kiillonbozoképpen
befolyasolja a berendezés produktivitdsat. Az igazi szakérték hetente jonnek, és minden egyes alkalommal
rendbe rakjak a berendezést. Amikor megérkeznek, négy allapot valamelyikébe soroljak az aktudlis szitudciot:
1 — problémamentes; 2 — kis javitds; 3 — nagy javitas; 4 — katasztrofa.

Az dllapotfelmérés és a rendberakés dra az egyes allapotokban:
10 (1), 30 (2), 100 (3), 1000 (4) pénzegység.

Az egymas utani hetek dllapotai Markov-lanccal modellezhetoek. Egyrészt, az aktudlis allapot mindig csak
az el6z6 hét allapotatdl fiigg. Mésrészt, a problémak véletleniil meriilnek fel, tovabba a folyamatosan ott
1év6 személyzet is képes véletlen nagysdgi mértékben megjavitani a berendezést. Az egyes allapotokbdl a
kovetkezo allapotba valé dtmenet matrixa a kévetkezd:

0,4 0,4 0,2 0
0,2 0,6 0,1 0,1
0 0,3 0,4 0,3
0,5 0,4 0,1 0

(az éllapot sorrend 1,2,3,4 feliilrél lefelé, illetve balrdl jobbra).

(a) Mi a valészinlisége annak, hogy egy kis javitds utdn két héttel (tehdt egy hét regisztraciéjit kihagyjuk)
problémamentes a rendszer?
(b) Mi a valészin{isége annak, hogy egy problémamentes hetet harom tovébbi problémamentes hét kovet?

(c) Hosszi tavon a feliilvizsgdlatok hany szézalékédban lesz a rendszer az i dllapotban? Vizsgaljuk meg
minden a négy allapotra.

(d) Mi a szakértok alkalmazasdnak hosszi tava dtlagos koltsége?
Megoldas:

Legyen X,, az n-dik allapotfelmérés eredménye.

(a) vilasz: P(Xy =1 | Xo = 2) = [P2]21 = az Osszes 2 hosszi Ut valészinisége, amelyik 2-bél 1-be
vezet=ps .1 .1 +p22-1+pP2-3-1+p2.4-1=0,2-0,4+0,6-0,2+0,1-0+0,1-0,5=0,25.

(b) valasz: P(X1 = 1,X2 = 1,X3 =1 | XO = 1) = P11pP11P11 = 0743 = 0764

(c) vélasz: m; tetszbleges i-re, ahol m = [my o w3 ma] az (Xo, X1,...) Markov-lanc stacionérius eloszldsa. 7
meghatarozasahoz, a kovetkezd egyenletrendszert kell megoldani:

TP =m
m + 7o+ w3+ 1wy = 1.

Az jon ki, hogy [m1 mo w3 m4] = [geo 312 U8 00 ~ [24,35% 47,78% 17,76% 10, 11%)].

Do : i _ 88550 _
(d) vélasz: az ergod tétel alapjan 10m; + 30w + 10073 + 100074 = =525~ = 135, 6.



4. Egy épitoipari cég minden évben 3 alvallalkozo koziil egynek oszt ki egy bizonyos tipusi munkat. Egy évben
az alvéallalkoz6 neve csak az el6z6 évben kivélasztott alvallalkozo nevétdl fiigg. Az alabbi méatrixban Gssze
van gyljtve, hogy ha az n. évben az i sorindexi alvallalkoz6t valasztottdk, akkor az (n+1)-edik évben milyen
valdszintiséggel valasztjak a j oszlopindexi vallalkozét.

2/3 1/3 0
2/3 1/4 1/12
1/3 1/3 1/3

A) Ha az els6 évben az elsé alvallalkozdt % valdészintiséggel valasztjak ki, akkor mi a valdszintisége, hogy az
els6 és a masodik évben is az elsé kapja meg a munkat?

Megoldés: P(Xo=1,X1=1)=P(Xo=1)pnn =12
B) Ha az els6 évben az els§ alvéllalkozé kapja meg a munkat, akkor mi a valdszinlisége, hogy a harmadik
évben megint az elsd alvéllalkozé kapja meg a munkét (a masodik évrdl nem tudunk semmit)?

Megoldas: P(X; =1| Xo=1) =? Az 1. feladat (b) részéhez hasonléan kell megoldani.

C) Tegylik fel, hogy az elsd évben az 4. alvéllalkozé kapja meg a munkdt. Mi a valészintisége, hogy tovabbi
n egymas koveté évben nem valasztanak mést?
Megoldas: P(X,, =i, X,,-1 =14,..., X1 =1 | Xo=1) =p}

D) Hosszu id6 alatt milyen gyakorisdggal vélasztjak ki az elsé alvallalkoz6t?
Megoldas: A vilasz az ergod tétel szerint 1, ahol © = [y 72 m3] a staciondrius eloszlds. Az jon ki,
hogy m = [m1 m2 m3] = [5§ 35 2]

E) Az 1., 2., 3. alvallalkoz6 vélasztasdnak éves koltsége sorrendben 50 mFt, 40 mFt, 45 mFt. Hatarozzuk
meg, hogy hosszi tavon mennyit kolt a cég az alvallalkozora.

Megoldas: A vélasz az ergod tétel szerint: 5071 + 407wy + 4573 = % mFEt

F) Mi a valészintisége, hogy elegendden hosszi id§ milva kétszer egymés utdn ugyanazt az alvallalkozét
valasztjak?
Megoldas: pi17m1 + peam2 + p33ms.

5. Tekintsiink egy térol6t ¢ kapacitdssal, ahol ¢ pozitiv egész. Minden pozitiv egész n esetén az [n,n + 1)
id6intervallumban A, 1 véletlen egész értékii beérkezés torténik a taroléba. Ha a tdrolt mennyiség a
beérkezéssel egylitt tilnd a tdrold kapacitdsan, akkor tilcsordulds fordul elé. Az [n,n + 1) intervallum
végén m egységet eltavolitanak a tarolobol, ahol m < c¢. Ha a taroloban m egységnél kevesebbet tarolnak,

akkor az egész tarolét kiiiritik. A 0,1,... id6pontokban a taroléban 1évé mennyiség az tirités el6tt legyen
X0, X1, ..., melyek egész értékili valdszintiségi valtozok.
Tegyiik fel, hogy Ag, A1, ... fiiggetlen, azonos eloszlasi valészinii véltozok, és fiiggetlenek Xo-t6l. Mutassuk

meg, hogy fenndll a kovetkez6 rekurzio:
Xnt1 = [(Xn - m)+ + AnJrl] Ac,

ahol a A b jeloli két szam, a és b, minimumat.

A 0,1,... id6pontokban a taroléban lévé mennyiség az iirités utdn legyen Y, Y7, ..., melyek egész értékii
valészintliségi valtozok. Mutassuk meg, hogy fennall a kovetkez6 rekurzio:

Vo1 ={[(Yn + Anp1) Ac] —m}, .

Hatérozzuk meg az {X,,} és az {Y,,} folyamatok dtmenetvalészinliségi matrixait. (Legyen ¢, = P(A; = n),
a<p =P(A4; <n), és as, =P(A; > n).)

6. Jelolje 7 egy Markov-lanc dtmeneti allapotainak halmazat. Ha i € 7,5 € 7Y, legyen u;; = P(X, = j |
Xo = i), ahol a az els6 id6pont, amikor a Markov-lanc egy visszatér6 allapotba 1ép. A teljes valdsziniiség
tételt hasznalva mutassuk meg, hogy

wij = Y Qiktiky + i,

keT

vagy ami ezzel ekvivalens,
U=QU+ R.

Ebbdl kovetkezik, hogy ha az I — @ matrixnak van inverze, akkor U kiszamolhato:

U=(IT-Q) 'R



7. Tekintsiik a 3. feladatban bemutatott modellt. Mi a valésziniisége annak, hogy a rendszer elobb 1ép az 1-es
allapotba, mint a 4-esbe, ha a 2-esbél indult?

Megoldas: Az eredeti,

0,4 0,4 0,2 0
0,2 0,6 0,1 0,1
0 0,3 0,4 0,3
0,5 0,4 0,1 0

)

atmenetvalésziniiség matrixot megvaltoztatjuk gy, hogy az elnyel6 allapotok az 1. és a 4., és az dtmeneti
allapotok a 2. és a 3. legyenek. Azokat az dtmenetvaldszintiségeket, amelyeket nem érint ez a valtozas
meghagyjuk. Az dllapot sorrend az Gj Markov-lancban: 2,3,1,4. Tehédt az atmenet valdoszinliség matrix:

0,3

Az dtmeneti dllapotokon térténd bolyongast a () matrix irja le, ahol
0,6 0,1 . |1 0 0,6 0,1
Q‘[o,?) 0,4} o I_Q_[o 1]_[0,3 0,4

I — Q inverze:

1 10,6 0,1
_ —1 — ’ )
(r=Q) 0,21 [0,3 0,4} '
Az R matrix:
0,2 0,1

r= [ 0 0,3}

Innen: )
i -lp 0,12 0,09
U={U-@Q) R_0,21 [ ;06 0,15 "

Ennek a bal fels6 eleme, % ~ 0,57, fejezi ki azt a valésziniiséget, hogy a 2-esbdl indulva az 1-esben nyel6dik

el, azaz az eredeti Markov-lancban, el6bb ér az 1-be, mint a 4-be.

8. Hasznaljuk a 6. feladat jeloléseit. Legyen i € T és
Mutassuk meg a teljes varhaté érték segitségével, hogy M; =1 + ZJET pijM;j,ieT.

9. A Séder kft. bévitette repertoarjat. Most mar kétféle munkét véllalnak: A és B tipusut. Az A tipusi munka
1 honapig tart, és a bevételiik beldle 1,6 milli6 forint, a B tipusi munka 2 hénapig tart és a bevételiik beldle
3 milli6 forint. Minden hoénap elején vesznek fel rendelést, feltéve, hogy nem tartanak éppen egy B tipusu
munka kozepén. Minden hénap elején 50% eséllyel érkezik megrendelés B tipusti munkéra és 60% eséllyel
A tipusd munkdra (fliggetleniil). Ha csak az egyik tipusi munkdra érkezik megrendelés, azt viallaljak el.
Ha nem érkezik megrendelés, tétlentl toltik a honapot, és a bevételitk 0. Melyiket érdemes valasztani, ha
mindkettére érkezik megrendelés? Azaz:

(a) Modellezziik a Séder kft. havi tevékenységét Markov-lanccal. Mik legyenek az dllapotok? Mik az
atmenetvaldszintiségek akkor, ha az A munkét preferdljdk, amikor mindkettére érkezik megrendelés?
Mik az atmenetvaldszintiségek akkor, ha a B munkat preferaljak?

(b) Szémitsuk ki a staciondrius eloszldst mindkét esetben, majd ez alapjan adjuk meg, mennyi a Séder kft.
atlagos havi bevétele hosszi tdvon abban az esetben, ha az A, és abban az esetben, ha a B munkat
vélasztjak.

Megoldas: Az allapotok:

1 — tétleniil t616tt honap kezdédik

2 — ,A” munkat vallaltak

3 — egy ,,B” munka els6 honapja kezdodik

4 — egy ,B” munka masodik honapja kezddédik



Annak a valészintisége, hogy nem érkezik munka egy hénapban: P(A N B), ahol A esemény jeléli azt, hogy
érkezett A munkdra megrendelés, B esemény jeloli azt, hogy érkezett B munkdra megrendelés egy hénapban.
A és B munkdk érkezésének fiiggetlensége miatt: P(AN B) = P(A)P(B) = (1 —0,5)(1 —0,6) =0, 2.

Legyen P4 annak a Markov-lancnak az atmenetvalészinliség matrixa, amelyben a véllalkozé ha mindkét
tipusu munka érkezik, akkor az A munkét preferdlja. Hasonléan legyen Pp. Az aldbbi dtmenetvaldszinliség

maétrixokban az allapotsorrend 1,2,3,4 balrdl jobbra és feliilrol lefelé.

0,2 0,5 0,3 0 0,2 0,2 0,6 0
0,2 0,5 0,3 0 10,2 0,2 0,6 0
Pa=1% 0o o 1| =10 0o 0o 1
0,2 0,5 0,3 0 0,2 0,2 0,6 0

A staciondrius eloszlasokat kiszémolva
[1 13 3] { 2 5 3 3 ]
ﬂ'A — —_ —_- = = 7TB — -

adédik. A bevétel fiiggvény: C(1) =0, C(2) = 1,6, C(3) = 1,5, C(4) = 1,5.

A hosszitavi koltségek
C(1)7TA71 +C(2)7TA72+C(3)7TA73+C(4)7TA74 =1,325 C(l)?TBJ +C(2)7TB72+C(3)7TB)3+C(4)7TB74 ~ 1,3077.

Tehét hosszitdvon megéri az A munkat valasztani, ha mindkettore érkezik megrendelés.



