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Folytonos ideji Markov-lanc

1. Adott egy 6t allapoti (S = {0,1,2,3,4}) Markov-ldnc a kovetkez6 dtmenetvalészinliségi métrixszal:
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(az allapot sorrend 0,1,2,3,4 feliilrél lefelé, illetve balrdl jobbra).

Definialjuk a kovetkezo sztochasztikus folyamatot: két ugras kozott az egyes allapotokban véletlen hosszi
ideig tartozkodik, de ha ugrik, akkor az ugras helyét a fent definialt Markov-lanc irja le. Pontosabban, ha
a 0-as, l-es, 2-es, 3-as, vagy 4-es allapotokba ugrott, akkor a kovetkez6 ugrésig eltel6 id6 eloszldsa sorrend-
ben Exp(l), Exp(4), Exp(4), Exp(4), Exp(2). Feltessziik tovdbba, hogy a tartézkoddsi idék fiiggetlenek
egymastol.

A most definidlt sztochasztikus folyamat egy 4 helyet tartalmazé kiszolgdld sorhossz fejlédését irja le,
amelyben a kiszolgalas csak véletlen idénként van, de akkor azonnal kiszolgdlja az Osszes igényt.

(a) Irjuk fel a folytonos idejii Markov-lanc grafreprezentdcidjat. (Az irdnyitott éleken az exponencidlis
6rak paramétere van feltiintetve.)

(b) Hatérozzuk meg, hogy hosszi tdvon hény szdzalékban tartézkodik az egyes allapotokban.

(¢) Az allapotokhoz egy koltségrétafiiggvény is adott: i dllapotba 1épésnek a koltségratdja i + 2, i =

0,1,2,...,4. Mi a hosszi tavu atlagos koltsége a folyamatnak?

2. On-Off rendszer. Ha egy gép miikodoképes, akkor Fxp(\) ideig még milkodik. Ha elromlik, akkor a
megjavitdsa Exp(pn) ideig tart, eddig nem miikoddképes. Amint megjavitottdk, rogton mitkodni kezd.
Javitdsi és miikodési periodusok minden tekintetben fiiggetlenek egymdéstol. Hatarozzuk meg, hogy az id6
hany szazalékaban miikodoképes a gép.

3. Legyen X, folytonos idejii Markov-ldnc az S = {1, 2, 3,4} allapottéren, melynek generdtora

-3 1 1 1
0 -3 2 1
G = 1 2 -4 1
0 0 1 -1

(a) Irjuk fel az X; Markov-lanc stacionarius eloszlasat.

(b) Tegyiik fel, hogy a Markov-ldnc az 1 allapotbdl indul. Mennyi az els§ ugrdsig eltelt idé varhatd
értéke?

(c) Ijjbél tegyiik fel, hogy a Markov-lanc az 1 allapotbdl indul. Mennyi a 4 allapot elsé elérési idejének
varhato értéke?

A sziiletési-haldlozasi folyamatok a folytonos idejii regularis Markov-lancok egy alkalmazasok szempontjabdl
nagyon fontos osztélya. Ezekben a folyamatokban az dllapottér S = {0,1,2,...}. Ha i # 0 egy &llapot, akkor
a folyamat, csak (¢ + 1)-be (sziiletés) ugorhat \; ratdval, vagy (i — 1)-be (haldlozds) ugorhat p; rétédval. A 0
allapotbol csak az 1-be lehet ugrani g rataval. Egy allapotba val6 ugras rataja A\ azt jelenti, hogy az allapotban
inditott exponencidlis 6ra Fxp(\) eloszlasi id6 milva cseng.

Egy sziiletési-halalozési folyamatnak, ha létezik stacionarius eloszlasa, w, akkor
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Pontosan akkor 1étezik stacionarius eloszlés, ha
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Ha az allapottér véges, S = {0,1,..., B}, akkor mindig létezik staciondrius eloszlds és a (1) Osszefliggés érvényes

marad az Osszes allapotra.
4. Szamoljuk ki a stacionarius eloszlasokat a 4. feladatsor 7. feladataban.

5. Tekintsiik az M /M /2 kiszolgdlémodellt A beérkezési intenzitdssal. A csomagok mérete egyméastol fligget-
len, exponencidlis eloszldsi p paraméterrel. A /2 azt jelenti, hogy 2 szerver szolgilja ki a csomagokat.
Egy szerver egyszerre csak egy csomagot szolgdl ki.

(a) A rendszer beinditdsa utdn sok id6vel megvizsgaljuk, hogy hany csomag van a kiszolgaléban. Mi a
valdszintisége, hogy ez a szam legfeljebb N, ahol N egy pozitiv egész.
(b) Az id6 mekkora hanyaddban van N-nél tébb csomag a rendszerben?

(¢) Egy csomag taroldsdnak az dra egy idSegységig $1. Hatdrozzuk meg, hogy a rendszer miitkodésének
mennyi a hosszu tavu koltsége, azaz egy idOegységre esd koltsége.

(d) Legyen A = 1 u = 2. Mekkora legyen a puffer mérete, ha azt szeretnénk, hogy az idé legfeljebb 103
részében legyen teli a puffer. Kozelitsiink végtelen pufferes rendszerrel.

6. Tekintsiink egy sziiletési-haldlozési folyamatot, melynek sziiletési ratdi A\, = 1/(n + 1), haldlozdsi ratai
pedig u, = 1. Azonositsuk a stacionarius eloszlast.

Ez megegyezik egy olyan kiszolgalonak a modelljével, ahova a csomagok 1 rataval érkeznek, és 1 rataval
szolgalédnak ki, de minden csomagnal sorsolunk, hogy beengedjiik-e, vagy nem. Pontosabban, ha n
csomag van a rendszerben, akkor 1/(n+ 1) valdsziniiséggel engedjiik csak be. A csatolt sziiletési haldlozdsi
folyamat pedig a varakozo csomagok szamanak idébeli fejlodése.

Maximum likelihood becslések

7. Egy n = 10 szervert tartalmazo kiszolgalé minden szervere minden pillanatban 0 < p < 1 valészintiséggel
foglalt, a foglaltsdgok szerverenként fiiggetlenek. Tehdt a foglaltak szdma Binom(n,p) eloszldsinak te-
kinthet6. A p-t szeretnénk meghatarozni, ehhez 10 mérést végeztiink: 2,3,2,5,4,6,3,1,0,1.

A minta alapjan hatarozzuk meg p legvaldsziniibb értékét, azaz adjuk meg a p maximumlikelihood becslését
altaldban Binom(n,p) (fix n esetén), majd a konkrét példaban.

8. Adjuk meg az (a) exponencidlis, (b) Poisson, (c) geometriai eloszldsbdl vett mintdk maximum likelihood
becslését.

9. Tegyiik fel, hogy egy kérdéivvel a megkérdezettek jovedelmi viszonyait akarjdk felderiteni. A kordbbi
tapasztalatok szerint a magas jovedelmiiek 0,2 valdszintiséggel alacsony jovedelmiinek valljak magukat.
Az alacsony jovedelmiiek csupan 0,1 valdsziniiséggel allitjak, hogy 0k a magas jovedelmiiek. Adjunk
maximum likelihood becslést a tényleges 6 ardnyra az alapjan, hogy a beérkezett kérdoivek koziil = szolt
magas, n — x pedig alacsony jovedelemrol.

10. A csaldadok jovedelmét egy olyan skdlan mérjiik, ahol X = 1 a létminimumnak felel meg. Feltételezziik,
hogy a jovedelem eloszldsa az f(z) = % (x > 1) stirliségfiiggvénnyel adhaté meg. (Ez az igynevezett
Pareto-eloszlds). Adjunk maximum likelihood becslést a 6-ra, ha 10 véletlenszeriien vélasztott csalad
jovedelme alapjan: 1,53, 2,76, 19,65, 4,16, 7,31, 1,21, 254,2, 5,45, 1,12, 1,63.

11. Egy alkatrészt élettartama exponencidlis eloszldsu /¢ varhaté értékkel ha ¢ hdmérsékleten miikddtet;jik.
Tegytik fel, hogy az n megfigyelést a kiillonboz6 ¢4, . . ., t, homérsékleten végeztiik és x1, . . ., x,, élettartamokat
figyeltiink meg. Adjunk maximum likelihhod becslést #-ra.

12. Egy varos energiafogyasztasa normalis eloszlasi ismeretlen p varhaté értékkel és a kordbbi tapasztalatok
alapjan ismert o szordssal. n napon keresztiil végeztiink méréseket x1,...,x, eredménnyel, majd az
(n + 1)-dik naptdél m napon keresztiil a4t csak a véaros egyik keriiletébdl érkeztek adatok, ahol a fogyasztas
varhaté értéke az egész varos fogyasztasanak a fele: y1,...,ym a kapott adatsor. Tételezziik fel, hogy a
szoras itt is 0. Adjunk maximum likelihood becslést p-re.

Hézi feladat: 6., 7.



