3. feladatsor

Egyszeri elagazo folyamat és nagy eltérések

2010. november 10. és 15.

1. Egy véllalkozé iizleteket nyit sorban. Idén nyitotta meg az elsot, és innentél kezdve minden egyes
iizlet minden évben

e 0,2 valésziniiséggel becsodol, és be kell zarni;
e 0,4 valészintiséggel nullszaldés lesz, ekkor folytatja a miikodést a kovetkezo évben;

e 0,4 valoszintiséggel akkora hasznot termel, amennyibdl meg lehet nyitni még egy iizletet.

(Ugy tekintjiik, hogy minden iizlet teljesitménye a tobbitol és a sajat korabbi teljesitményétol is
fiiggetlen.)

Modellezziik a feladatot elagazd folyamattal. frjuk fel az utodeloszlas generdtorfiiggvényét.
(a) Szémitsuk ki, mennyi az tizletek szdmanak varhat6 értéke 5 év miilva.

(b) Mekkora a valdszintisége, hogy a vallalkoz6 legfeljebb 2 éven beliil becs6dol (azaz bezérja az
Osszes tizletét)?

(¢) Mekkora a valésziniisége, hogy sohasem csédol be teljesen a vallalkozé?

Megoldas: Generatorfiiggvény: g(z) = 0,2 + 0,4z + 0, 422

(a) Az 6ran tanultak miatt ez a varhaté érték

(9(9(9(a(g=DN)|__ = 9'(9(g(9(a())))g (9(a(9(=))))9' (9(9(=)))g'(9(2))9'(2)

= (g'(1))°
=1,2°.

z=0

(b) Ha Y} a k-adik generdcié mérete, akkor P(Y; = 0) = go---0¢g(0). Most k = 2-re g(g(0)) =
—_—

k
0,240,4(0,2+0,42+0,422) +0,4(0,2+0,4240,422)2 = 0,2+0,4-0,2+0,4-0, 2% = 0, 296.

(c) A g(z) = z egyenlet legkisebb (0, 1]-beli megoldédsa adja az eldgazé folyamatban a kihalds
valoszintiségét. Ez itt a
0,422 = 0,62+ 0,2 =10

masodfoki egyenletet adja, aminek a két megoldasa 1/2 és 1. Tehat

1 1
P (soha nincs cs6d) = P(tulélés) = 1 — P(kihalds) = 1 — 3=

2. Tegyiik fel, hogy egy végtelennek tekintheté szamitégép populaciéban ha egy szamitégép meg-

fertozodik egy bizonyos tipusu kartékony programmal, akkor a koévetkezd 1 nap sordan p = i
valészintiséggel kiirtjak, {gy nem fertéz meg mast. (1 — p)p valdszintiséggel nem irtjak ki, de nem
is fertéz. Tovabba (1 — p)¥p valészintiséggel k nem fertézott gépet fertéz meg, ha beleszamoljuk
a fertozés forrasanak tekintheto gépet, k = 2,3,4,.... Tegylik fel, hogy minden megfertézott

szamitogép az Osszes tObbi fert6zott szamitogéptol fliggetlenil ,,szaporodik”.

Modellezziik az egyes napokon a fertézott szamitogépek szamat eldgazéd folyamattal. Milyen el-
oszlasu az utédeloszlas?

Tegytk fel, hogy az elsé napon egy ferté6zott gép van és p = i. frjuk fel az utodeloszlas ge-

neratorfiiggvényét.



(a) Szamitsuk ki, mennyi a fert6zott szamitégépek varhaté szama 30 nap milva.
(b) Mekkora a valésziniisége, hogy 3 nap mulva mér nincs fertézott gép?

(c) Mekkora a valésziniisége, hogy sohasem sikeriil kiirtani a kartevot?

Megoldas: Az utdédeloszlas generdtorfiiggvénye g(z) = ﬁ (Id. 5. feladat megoldasa).

(a) Utddeloszlas varhat6 értéke 3, ezért az 1. feladatban levezetettek miatt a 30 nap miilva
fert6zottek szamanak vérhaté értéke 3.

(b) 9(9(9(0))) = 35

(c) g(z) = z megolddsa, ami az (1 — p)z?

— 2+ p = 0 egyenletre vezet.

1140 -pp 1+ /(T —2p)% 1+(1-2p)

21,2

c 2(1 - p) 2(1-p) 2(1-p)
ami 1%} vagy 1. A % < 1 egyenldtlenség pontosan akkor teljesiil, ha p < %, vagyis pontosan
ekkor lesz %p a kihalés valészintlisége, egyébként 1. Ez annak is a valészintisége, hogy sosem

sikeriil kiirtani a kartevot.

3. Moricka frissen nyitott szoftver kereskedése nagyon jol megy. Egy rendelés kitoltésére forditott ideje
3 perc. Ezalatt j 4j vasdrlé all be a varakozok kozé p; valdsziniiséggel, ahol pg = 0,2, p1 = 0,2
és po = 0,6. Tegylik fel, hogy a varakozd szoba kapacitasa végtelen. Moricka csak akkor tud
kavésziinetet tartani, ha nincs varakozo igény. Mi a valdszintisége, hogy Morickdnak valaha lesz
kavésziinete?

Ha lefixaljuk p; = 0, 2-t és feltessziik, hogy po+p1+p3s = 1, akkor milyen érkezés eloszlas a feltétele
a stabil kiszolgald rendszernek, azaz 1 valdsziniiséggel elfogynak az igények véges idon belil?

Megoldas: Az altalanosabb esetet oldjuk meg. Legyen p; = 0, 2, pg paraméter, ekkor po = 0, 8—py.
A generdtorfiiggvény: g(z) = po + 0,2z + (0,8 — pg)z2. A stabil kiszolgdlérendszer feltétele, hogy
az eldgazé folyamat 1 valdsziniiséggel kihal. A kihalds valészintisége a g(z) = z egyenlet legkisebb
(0, 1]-beli megoldésa. Ez a (0,8 — pg)z? — 0,8z + pg = 0 egyenletre vezet.

~0,84+4,/0,8—4(0,8—p)p  1+,/(0,8—2p)2 1+(0,8—2p)
B 2(0,8 —p) o 2(0,8-p) 2(0,8-p)

21,2
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PO > 1, azaz

és 1 a két megoldasa. Pontosan akkor 1 a kihalds valdszintisége, ha Tope =

4. Ott6 gyermekeinek szama 0, 1, 2 vagy 3, mindegyik 1/4 — 1/4 valdszintiséggel. Ott6 minden egyes
leszarmazottjanak gyermekeinek szama is ugyanilyen eloszldsi és a tobbiekétdl fliggetlen.

(a) Jelolje X Ott6 iikunokdinak szamat. Adjuk meg X generatorfiiggvényét. Szamitsuk ki EX
és DX értékét.
(b) Szémitsuk ki annak az esélyét, hogy Ott6 leszarmazottai el6bb-utébb kihalnak.

5. Jeldlje O(p) annak a val6szintiségét, hogy soha nem pusztul ki egy olyan eldgazé folyamat, amely-
ben az utédok eloszldsa geometriai eloszldsi p paraméterrel. Rajzoljuk fel a p — 6(p) fiiggvény
grafikonjat.

Megoldas: Eloszor kiszamitjuk rogzitett p érték esetén az utddeloszlas generatorfliggvényét.

o0

g(2) =S P(X =k)2F =322 p(1 —p)kak = ﬁ, mert egy (1 —p)z hdnyadosi geometriai
sor oOsszege.

A kihalas valésziniisége a g(z) = z egyenlet legkisebb nemnegativ gyoke. Hogy konnyebb legyen
elképzelni, dbrazoljuk néhany p értékre a g(z) fiiggvényt. A bal oldali dbrén p = 0,05, a jobboldalin
p = 0,2 (az dbrakra a z fliggvény is be van rajzolva).
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Az aldbbi dbran a p = 0, 7-hez tartozé g(z) van berajzolva. g(z) csak z = 1-ben metszi a z fliggvény

grafikonjat, ezért a kihalas valdszintisége 1.
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Altaldban igaz a kovetkezs: a kihalds valészintisége 1 <= G(z) végig z felett halad <=
(1) < 1. (¢'(1) egyébként az utédeloszlas varhat6 értéke.)

J(1) = 1%’), ami p > 1/2 esetén kisebb vagy egyenls, mint 1, igy p > 1/2 esetén a kihalds
valészintisége 1. A p < 1/2 esetben meg kell oldanunk a g(z) = z egyenletet:

TSR T Y AT 15
) L hazx<
Igy a kihalds valészintisége: 0(p) = ¢ P

1 ha x >
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A 0(p) fiiggvény abrazolva:
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Hoeffding-egyenlétlenség, centrélis hatareloszlds-tétel




6. Egy helyi internetszolgaltaté 2015-ben 12000 el6fizetot szolgal ki. Cstcsidében az elofizetdk az
el6fizetésiik, és internetezési szokasaik alapjan a kovetkezd 3 kategoriaba sorolhatdk:

kezd6: az atlagos sdvszélesség fogyasztas 100 Mbps, de semmiképpen nem tobb, mint 200
Mbps;

halad6: az atlagos savszélesség fogyasztas 160 Mbps, de semmiképpen nem t6bb, mint 280
Mbps;
mester: az atlagos savszélesség fogyasztas 250 Mbps, de semmiképpen nem t6bb, mint 400
Mbps.

Az egyes kategéridkba tartozo felhasznéldk szama rendre 3500, 6500 és 2000. Mekkora legyen a
kiszolgals savszélesség kapacitdsa, ha azt szeretnénk, hogy legfeljebb 107 eséllyel legyen kevés a
csucsidei sziikséglet fedezésére? Mi lesz a kapacitas, ha a kapacitas tullépés valészintisége legfeljebb
1077, illetve 10787

7. Két egymashoz kozeli szélfarmon 400 A tipusi és 200 B tipusu szélerémiivet telepitettek. Az A
tipusi termelése 0,5 MW és 1,6 MW kozott ingadozik 1 MW atlagos termeléssel. A B tipusi
termelése 1,2 MW és 2,8 MW kozott van, atlagosan 2 MW.

(a)
(b)
()
()

Szamitsuk ki, hogy mekkora az a kapacitds, amit legalabb 1 — 10~® valdszintiséggel nem 1ép
tal a 600 er6mil Ossztermelése.

Tegyiik fel, hogy adott egy névleges kapacitas, C' = 800 MW. Mekkora valdszintliséggel 1épi
tal C-t az aktualis kapacitas?

Oldjuk meg az el6z6 feladatot, ha 360 A tipust és 200 B tipusu szélerémiivet kapcsolnak be.
C ugyanaz.

Tegyiik fel, hogy a B tipustiak mind be vannak kapcsolva. Ha C' = 800 MW-ot nem szeretnénk
ttllépni legaldbb 1 — 10~% valészintiséggel, akkor hany A tipusi erémiivet kapcsoljunk be.

Megoldas: Legyen X1, ..., X400 az A tipusd erémivek termelése, Y1, ..., Yoo pedig a B tipusiaké.
Jelolje S = 1% Xy 4+ 3.2, V;.. Ekkor E(S) = 800.

(a)

()

(d)

Olyan t szamot keresiink, amelyre P(S—E(S) < t) > 1-1078, vagyis P(S—E(S) > t) < 1078,
A legkisebb olyen t, amire a Hoffding-egyenlStlenségbdl adédé felsé korlat sem nagyobb 1078-
nal, az

2 1078
exp | — =
PA\7400- 1,124 200- 1,62

egyenlet megoldasa. Ez

. \/81n 10(400 - 1,12 + 200 - 1, 62)
N 2

Itt a centralis hatareloszlas-tételt kell alkalmazni. Az X;-k Osszege és az Y-k Osszege is
kiilon-kiilon normalis eloszlassal kozelithetd, és a kiinduldsi véaltozok fiiggetlensége miatt ez
a két normalis eloszlasu valtozo, amikkel kozelitlink, szintén fliggetlen egymastél. Filiggetlen
normalisok Osszege pedig normadlis, ami pontosan 1/2 silyt ad a varhaté értéke (800 MW)
feletti értékeknek, tehat 1/2 a kapacitds tullépésének valdszintisége is. (Ez speciélis kérdés
volt, a varhato értéktol kiilonbozo kapacitas esetén a kérdezett valdszinliséget nem lehet meg-
mondani ennyi adatbdl, sziikség van pl. a szérdsok ismeretére.)

Fels6 becslést tudunk adni. Legyen " = 323 Xj 4 3°7%, v}, Ekkor E(S’) = 760.

2 - 402
360 - 1,12 +200- 1, 62

P(S' > C)=P(S —E(S) > 40) < exp < > ~ 0,034.

Legyen S™ = S0 X, + 3720 V;, ahol 0 < n < 400. Ekkor E(S(™) =400 +n. A

2 - (400 — n)?
n-1,12 4200 - 1,62

P(S™ > ) =P(S™ — E(S™) > 400 — n) < exp <_



becslés fennall a Hoffding-egyenlotlenség miatt. Ha n-et gy valasztjuk, hogy a fenti felsé
becslés jobb oldala 10~® legyen, akkor a kapacitds tillépésének valészintisége sem lehet ennél

nagyobb. Vagyis
2+ (400 — n)? s
_ =1
eXp( n-1,12+200~1,62> 0

amibdl az
n? —(4-1,1% - 1n10 4 2 - 400)n 4 400> —4-200-1,6% - In10 =0

masodfoku egyenlet adédik. Ennek két megoldédsa n-re a 309, 632 és az 501, 513, melyek koziil
az utébbi nyilvan hamis gyok (hiszen akkor S vérhaté értéke is jéval 800 folé esik, itt
a Hoffding-egyenl6tlenségben megjelend ¢ negativ, és valdjaban annak a valdszintisége kicsi,
hogy az Gssztermelés a kapacitds alatt lesz). Tehat legfeljebb 309 er6miivet kapcsolhatunk be
biztosan.

8. Egy varosban 40000 csalad él. Az egy csaldd éltal egy nap alatt termelt szemét mennyisége sem-
miképpen nem tébb, mint 50 liter; a varhatd értéke 20 liter, szérasa 10 liter.

(a) Mekkora napi kapacitdsi szemétégetd iizemet épitsen az onkorményzat a haztartdsi szemétnek,
ha azt szeretnék, hogy annak az esélye, hogy az lizem nem tudja feldolgozni az egy nap alatt
termel6dott szemetet, legfeljebb 1% legyen? Adjunk becslést a CHT alapjén.

(b) Miért nem alkalmazhaté a CHT, ha az énkormanyzat 1% helyett 10~%-os biztonsigot szeretne?
Ebben az esetben adjunk becslést a Hoeffding-korlat segitségével.

Megoldas: Legyen S az 6sszes megtermelt szemét mennyisége. Ekkor E(S) = 40000-20 = 800000,
D(S) = /40000 - 10. A kérdéses kapacitast E(S) + ¢ alakban adjuk meg.

(a)
S —E(S) t

D(S) > D(S)> =0,01.

P(S>E(S)+t):P<

A CHT alapjin SB(ES(S” standard normalis eloszldssal kozelithets, ezért fenndll a

<I><D(t5)) =1-0,01

t =D(S)®1(0,99) ~ /400000 - 2, 33 ~ 1473, 6

egyenlet, amibdl

(b) Hoffding-korlattal az

27 1078
exp|————= | =
P\ 710000 - 502

egyenletet kell megoldani, vagyis

~ 30348, 5.

\/ 81n 10 - 40000 - 502
2

Megjegyzés: Az (a) részben a Hoffding-egyenlétlenségbél

~ 15174,3

\/ 21n 10 - 40000 - 502
2

adddik, ami lényegesen pontatlanabb becslés, mint a CHT alapjan kapott eredmény. A (b) részben
pedig a nagyon kis valdsziniiségii in. nagy eltérések becslésére a Hoffding-korlat alkalmas.

9. A Séder kft. az épitéiparban tevékenykedik. Minden hénap elején 70% eséllyel kapnak munkat. A
munka mindig ugyanaz, minden esetben egy hénapig tart, és a bevétel egy ilyen munkabdl 1 millié
forint. Egy tétleniil toltott honap bevétele 0.

(a) Mennyi 30 hénap alatt a bevételitk varhaté értéke?



(b) Becsiiljitk meg, mekkora annak az esélye, hogy 30 hénap alatt a bevételitk kevesebb, mint 20
milli6 forint.

(¢) Becsiiljiitk meg, mekkora annak az esélye, hogy 30 hénap alatt a bevételiik kevesebb, mint 15
millié forint.

10. Egy tirhajéban egy alkatrészre 200 kiillonbozé forrasbol érkezik terhelés. A varhato terhelés Ossze-
sen 1000 Pa, a terhelés minden egyes forrasbol legfeljebb 50 Pa. Mekkora legyen az alkatrész
terhelhet6sége, ha azt szeretnénk, hogy a tilterhelés esélye legfeljebb 10710 legyen?



