5. feladatsor
Folytonos ideji Markov-lancok

2010. november 29. és december 1.

1. Adott egy ot allapotu (S = {0,1,2,3,4}) Markov-lanc a kovetkezd atmenetvaldsziniiségi
matrixszal:

0 10 0 0]
Lo loo
Q=001 0
Looo !
1 00 0 0

(az allapot sorrend 0,1,2,3,4 feliilrél lefelé, illetve balrdl jobbra).

Definialjuk a koévetkezo sztochasztikus folyamatot: két ugras kozott az egyes allapotokban
véletlen hosszu ideig tartézkodik, de ha ugrik, akkor az ugras helyét a fent definialt Markov-
lanc irja le. Pontosabban, ha a 0-ds, 1-es, 2-es, 3-as, vagy 4-es allapotokba ugrott, akkor a
kovetkezé ugrésig eltelé id6 eloszlasa sorrendben Exp(1), Exp(4), Exp(4), Exp(4), Exp(2).
Feltessziik tovabba, hogy a tartézkodasi idok fliggetlenek egymastol.

A most definialt sztochasztikus folyamat egy 4 helyet tartalmazo kiszolgald sorhossz fejlodését
irja le, amelyben a kiszolgalas csak véletlen idonként van, de akkor azonnal kiszolgélja az
Osszes igényt. Ha 4-en allnak sorban, akkor a kiszolgalds mindenképpen megtorténik.

(a) [rjuk fel a folytonos idejii Markov-linc grafreprezentéciéjat. (Az irdnyitott éleken az
exponencidlis 6rdk paramétere van feltiintetve.)
(b) Hatédrozzuk meg, hogy hosszu tavon hény szazalékban tartézkodik az egyes dllapotokban.
(c) Az allapotokhoz egy koltségratafiiggvény is adott: ¢ dllapotba 1épésnek a koltségrataja
i+2,1=0,1,2,...,4. Mi a hosszi tava atlagos koltsége a folyamatnak?
Megoldas:

(a) A folyamat generdtora:

-11 0 0 0
2 -4 2 0 0
G=|2 0 -4 2 0
2 0 0 -4 2
2 0 0 0 =2



A gréafreprezentacio:

0) 1 1 2 2 2 3 2 4
SN

2 o 2

(b) A hosszi tavu viselkedést a diszkrét idejli esethez hasonldan itt is a staciondrius el-
oszlas adja meg, amit ez esetben a 7G = 0 egyenlet megoldasa ad. Ez egy linedris
egyenletrendszer a m vektor koordinatdira, amelyet az egyenletrenszereknél szokasos
alakban frva (GTnT = 0) az egyiitthatématrixa

-1 2 2 2 2
1 =4 0 0 0
Ghr=l0 2 —4 0 0
0 0 -4 0

2
0o 0 0 2 =2
Ebben az alakban rogton le is olvashat6 a megoldds (nincs szitkség Gauss-elimindciéra).
Ha az utolsé koordinatat a t szabad paraméternek valasztjuk, akkor
7 = (16t,4t,2t,t,1)

addédik. Hogy valdszintliségi eloszlast kapjunk, vagyis a koordinaték osszege 1 legyen,
t = 1/24-et vélasztjuk, ezzel az egyes allapotokban az id6 ekkora részében tartézkodik

a Markov-lanc:
/2111 1
TT\36 12724724 )"

(c¢) A hosszu tavu atlagos koltség adott f(i) =i + 2 koltségratafiiggvény mellett

4
L2 1 1 1 1 21
1=0

2. On-Off rendszer. Ha egy gép miikodéképes, akkor Exp()) ideig még miikodik. Ha elromlik,
akkor a megjavitdsa Exp(u) ideig tart, eddig nem miikodéképes. Amint megjavitottdk,
rogton milkodni kezd. Javitasi és miikodési periddusok minden tekintetben fiiggetlenek
egymastol. Hatarozzuk meg, hogy az id6 hany szazalékaban miikodéképes a gép.

Megoldas: Két dllapot van, On és Off. A generatormatrix
G = {‘A A ] .
poo—p
A GTnT = 0 egyenletet megoldva a

()
T=|— —
A A+ p

adodik staciondrius eloszlasnak. Az On vagyis a miikodoképes allapotban a rendszer az ido

TOon = ﬁ részét tolti.



3. Legyen X, folytonos idejii Markov-lanc az S = {1,2, 3,4} allapottéren, melynek generédtora

-3 1 1 1
0 -3 2 1
G= 1 2 -4 1
0o o0 1 -1

(a) Irjuk fel az X, Markov-lanc staciondrius eloszlasét.

(b) Tegyiik fel, hogy a Markov-lanc az 1 allapotbdl indul. Mennyi az els6 ugrésig eltelt id6
varhaté értéke?

(c) Ujbél tegyiik fel, hogy a Markov-ldnc az 1 &llapotbél indul. Mennyi a 4 allapot elsé
elérési idejének varhaté értéke?

Megoldas:

(a) A GT7T = 0 egyenlet megolddsaként megkapjuk a
3 7 9 19
m = —_—— —_— —
38738387 38

(b) Az 1 allapotbdl elugrasi rata —G1; = 3, vagyis az elugrasig eltelt idé 3 paraméter
exponencidlis eloszldsi valdszintiségi véltozd, amelynek varhaté értéke 1/3.

stacionarius eloszlést.

(c) Jelolje T a 4 &llapot elsé eléréséig sziikséges 1épések szamat, ami egy valdsziniiségi
valtoz6. Kérdés az E(T | Xo = 1) feltételes varhaté érték. Tobbet fogunk megmonda-
ni, kiszamoljuk X feltételes varhato értékét minden lehetséges kiindulasi allapotbdl.
Legyen tehat

T :E(T ‘ X(): 1),
SL’QZE(T ‘ X():Q),

Jelolje T a Markov-léanc els6 ugrasanak véletlen idejét. Az eléz6 feladat alapjan E(T; |
Xo =1) =1/3. A generator els6 sora alapjan vilagos, hogy a Markov-lanc a 77 véletlen
idépontban 1/3-1/3 valdsziniiséggel ugrik a 2, 3,4 allapotok valamelyikébe. A teljes
varhaté érték tétele alapjan tehat felirhato a kovetkezo felbontas:

E(T|Xo=1)=E(T | Xo=1)
+E(T-T | X1, =2,Xo=1)P(Xp, =2 | Xo =1)
+E(T-T | X1, =3,Xo=1)P(Xp, =3 | Xo =1)
+E(T-T | Xy, =4, Xo=1)P(Xp, =4 | Xo =1)
1 1

1 1
[ R R 0-—
3+IL‘2 3+£U3 3‘|' 3

Hasonlé feliras elkészithetd az xo-t ill. z3-at definiald feltételes varhatd értékekre is,
amely utan az

1 1 1
1’1:§+§I2+§IL’3

1 2
332:34-53?3

1 1 2
T3 —+—CL’1+—CL’2



egyenletrendszer adédik, amelynek megoldésa az x1 = xo = x3 = 1, vagyis a kérdéses
feltételes varhato érték 1.

4. Tekintsiik az M/M /2 kiszolgdlomodellt A\ beérkezési intenzitdssal. A csomagok mérete
egymastodl fliggetlen, exponencidlis eloszlasu p paraméterrel. A /2 azt jelenti, hogy 2 szerver
szolgélja ki a csomagokat. Egy szerver egyszerre csak egy csomagot szolgal ki.

(a) Szamoljuk ki a staciondrius eloszlasat a rendszernek.

(b) A rendszer beinditdsa utdan sok idével megvizsgaljuk, hogy hény csomag van a ki-
szolgaloban. Mi a valdszintisége, hogy ez a szam legfeljebb N, ahol N egy pozitiv
egész.

(¢) Az id6 mekkora hanyaddban van N-nél tébb csomag a rendszerben?

(d) Egy csomag tarolasanak az dra egy idéegységig $1. Hatdrozzuk meg, hogy a rendszer
miikddésének mennyi a hosszi tavi koltsége, azaz egy iddegységre eso koltsége.

(e) Legyen A =1 u = 2. Mekkora legyen a puffer mérete, ha azt szeretnénk, hogy az id6
legfeliebb 1078 részében legyen teli a puffer. Kozelitsiink végtelen pufferes rendszerrel.

Megoldas:

(a) A folyamat egy folytonos idejii Markov-lanc a {0,1,2,3,... } dllapottéren. Generatora:

B A 0 0 0

po —(A+p) A 0 0

0 o —(A+2u) A 0

G=10 0 % —(\+2u) A
0 0 0 2/ —(A+2p)

A GT7T = 0 egyenletetrendszer egyenleteit egyenként megoldva a

2k
szﬁom k:1,2,3,...

osszefiiggés adddik. Hogy ez valdszintiségi eloszlas legyen, a

C 2u— A
TR

o

értéket valasztjuk. (Ekkor > 7 jmp = 1.)
(b)
N
P(sok idé utan a csomagok szdma < N) = Z T
k=0
Y
k=N-+1
2u— A AL A
20 4 A 2N N+ = 21
1 AV
24 AN N




()

1 )\N—i—l
P(sok id6 utan a csomagok szama > N) = TSt
(d) Hosszu tavu koltség:
- 2= A o= (AN 2u—x 1 ApN
Shmo=E 22Nk (2) =E2 2 = a ,
— 20+ po= \2u 2u+ A p (1_A) (21— N)(2u+ )
2p

ahol felhasznaltuk a
- 1
kot = ———
; (1 —x)?

osszefiiggést © = A/2u helyettesitéssel, ami a > - 2" = 1/(1 — ) azonossdg de-
rivaldsdbol adddik.

(e) A (c) rész miatt
1 AN

2,U + A 2N—21uN—1’

P(sok id6 utdn a csomagok szama > N) =

ami az N méretl puffer esetén a puffer tele dllapot idéaranya. Ezért a

1 AN
21+ N\ 2N-2N-1

=10"°

egyenletet kell megoldani A =1 és u = 2 esetén, amelybol

N - 8log, 10 — logy 5 + 3

~ 13,63
2 )

adddik, vagyis a puffer mérete 14-nek valasztandé.

5. A sziiletési-haldlozasi folyamatok a folytonos idejii regularis Markov-lancok egy alkalmazéasok
szempontjabdl nagyon fontos osztalya. Ezekben a folyamatokban az éllapottér S = {0,1,2,... }.
Ha i # 0 egy allapot, akkor a folyamat, csak (i + 1)-be (sziiletés) ugorhat \; rataval, vagy
(1—1)-be (haldlozas) ugorhat p; rataval. A 0 allapotbdl csak az 1-be lehet ugrani Ao rataval.
Egy allapotba vald ugras rataja A azt jelenti, hogy az allapotban inditott exponencialis 6ra
Exp(\) eloszldsi idé mulva cseng.

Hatarozzuk meg, hogy egy sziiletési—halalozési folyamatnak mikor létezik stacionérius el-
oszlasa, és irjuk is fel a stacionarius eloszlast.

Az alabbi modellek sziiletési—halalozasi folyamatokkal leirhaték. Hatarozzuk meg a ratdakat.

(a) M/M/1

(b) M/M/c kiszolgalémodellt \ beérkezési intenzitdssal. A csomagok mérete egyméstol
fiiggetlen, exponencidlis eloszlasu p paraméterrel. Egy ¢ pozitiv egész szamra a /c azt
jelenti, hogy c szerver szolgalja ki a csomagokat. Egy szerver egyszerre csak egy csoma-
got szolgal ki. X (t) = a rendszerben tartézkodd csomagok szama t id6ben sziiletési—
halalozasi folyamat.

(¢) M/M/1 with balking. Ez alapvetéen egy M /M /1 rendszer. Adottak oy, o, ... szamok
ugy, hogy 0 < a; < 1. Ha egy igény akkor érkezik, amikor ¢ igény mar bent van a
rendszerben, akkor csak «; valészintiséggel 1ép be. Megmutathato, hogy ekkor az ¢ 4 1
allapotba 1épés rataja oy A. X (t) = a rendszerben tartézkodd csomagok szama t idében
sziiletési—haldlozasi folyamat.



(d) Linedris névekedés bevandorldissal. Ez egy eldgazé folyamat a kovetkezéféleképpen
definidlva. Minden id6ben, minden egyed létrehoz egy utédot Fxp(A) idénként, ez az
id6 minden korabbi torténéstdl fliggetlen. Hasonléan minden egyed Exp(6) idé milva
kihal. Tovdbbd Fxp(a) idonként megjelenik egy bevandorld, aki ugyantgy szaporodik
és hal meg, mint a tobbi egyed. X (¢) = a populdcié egyedszdma ¢ idében sziiletési—
halalozasi folyamat.

Mondjuk ki a feladatot precizen, azaz Exp eloszlasok helyett ratakkal.

Megoldas: Sziiletési-halalozasi folyamat generatora:

[—\o Ao 0 0 0

pr =M+ ) A 0 0

0 2 — (A2 + p2) Ao 0

G=10 0 s —(Ag 4 p3) A3
0 0 0 [4 —( Mg+ p4)

A stacionarius eloszlas:

Hk Aj_1
i=1"p;
T = K k=0,1,2,3,....
0 Hn Aj—1
Zn:() j=1 1

() N =\, = p

i hai <c

)\i:)\”ui:{c,u hai>c -~

(€) Ni =, p; = pu.
(d) \i =iX+a, p =ip.

6. Tekintsiink egy sziiletési-haldlozdsi folyamatot, melynek sziiletési ratai A, = 1/(n + 1),
halalozési ratai pedig p,, = 1. Azonositsuk a stacionarius eloszlést.

Megoldas: 1 pareméterii Poisson-eloszlas.



