Fels6bb Matematika Villamosmérndkoknek - Sztochasztika
hazi feladatok, 2015 Gsz

Minden héten Gsszesen 2 pontot érnek a kitiizott feladatok.

1.HF: (Beadasi hatarids: 2015.09.28.)

HF 1.1 Egy lépcsshazban 16v6 (egyetlen) villanykorte folyamatosan ég. Elettartama véletlen,
exponencialis eloszlast 1000 6ra varhato értékkel. Ha a korte kiég, a gondnok azonnal
kicseréli egy ugyanolyanra.

a.) Kozelit6leg mennyi a valoszintisége, hogy holnap 08:00 és 08:10 kozott kiég (leg-
alabb) egy korte?

b.) Mennyi a valosziniisége, hogy jové héten pontosan 2 korte ég ki?

c.) Mennyi a valoszintisége, hogy 2016 februarban pontosan 2 korte ég ki, és mind-
ketts a honap elsé hetében?

HF 1.2 Eldobunk egy szabalyos dobokockat. Ezutédn feldobunk annyi szabalyos érmét,
amennyit a kockdval dobtunk. Legyen X az érmékkel dobott fejek szama. Mennyi X
varhato értéke? (Tipp: haszndljuk a teljes vdrhatd érték tételt!)

2.HF: (Beadasi hatarids: 2015.10.12.)

HF 2.1 Egy szamitogépes programban egy véletlen, rekurziv rutin fut: minden egyes részfo-
lyamat egységnyi id6t vesz igénybe, am ezen feliil minden részfolyamat véletlen szamii,
onmagaval megegyez6 al-folyamatot indit. Az igy inditott al-folyamatok szama 0, 1,
2 vagy 3 lehet, rendre py = p, p1 = i, P2 = i és p3 = % — p valo6szintiséggel, az
eldzményektdl fiiggetlendil.

Kezdetben egyetlen ,gyokér” folyamat fut, ez alkotja egyediil a nulladik generaciot.
Az els6 generaciot a ,gyokér” altal (kozvetleniil) inditott alfolyamatok alkotjak, a
mésodik genericiot az elsé generacio tagjai altal inditottak, stb.

Jelolje Zy, a k-adik generacio tagjainak a szamat (k= 0,1,2,...), N pedig a program
futasa soran indulo részfolyamatok teljes szamat (vagyis N = >/~  Z, ami egyben
a program teljes futasi ideje is).
Vélaszoljuk meg az alabbi kérdéseket
[. p= % esetén,
II. p= i esetén:
Mi Z, generatorfiiggvénye?
Mennyi 7o varhato értéke?
Mennyi a P(Z5 = 0) valoszintiség?
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Mennyi a valosziniisége annak, hogy a program elgbb-utobb lefut (vagyis hogy
valamelyik generacioé mar iires)? (Tipp: ha eqy harmadfoki egyenlet egyik gyokét
valahonnan ismerjik, akkor a tobbi is konnyid.)

e.) Mennyi N varhato értéke?

f.) Mi N generatorfiiggvénye?

3.HF: (Beadéasi hatarids: 2015.10.26.)

HF 3.1 Egy béka tgy ugrél a szdmegyenesen, hogy minden méasodpercben % valoszintiséggel
helyben ugrik, % valoszintiséggel egyet ugrik elére, % valoszintiséggel pedig kettdt, az

el6zményektdl fiiggetleniil. Kezdetben a 0-ban van. Moricka a centralis hatarelosz-
las tétel segitségével szeretné megbecsiilni annak valdszintiségét, hogy a béka 1000
ugréssal legalabb 1300-ig eljut. Legfeljebb mennyi lesz Moricka becslésének hibaja a
Berry-Esseen tétel szerint? (Megj.: A tételben szerepld konstans egy 2010-es eredmény
szerint vdlaszthato C = 0.4748-nak.)
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HF 3.2 Egy béka tigy ugrél a szimegyenesen, hogy minden mésodpercben 3 valoszintiséggel

helyben ugrik, % valoszintiséggel egyet ugrik elére, % valoszintiséggel pedig kettét, az

el6zményektdl fiiggetleniil. Kezdetben a 0-ban van. Adjunk nagy eltérés becslést
annak valoszintiségére, hogy a béka 1000 ugréssal legalabb 1300-ig eljut.

4.HF: (Beadasi hatarids: 2015.11.09.)

HF 4.1

HEF 4.2
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1. dbra. Markov lanc graf-reprezentéacioja (valosziniiségek nélkiil)

Az 1. abran lathato graf egy diszkrét ideji, idében homogén Markov lanc pozitiv
valoszintiségii egylépéses dtmeneteit mutatja. Osztalyozzuk az éllapotokat aszerint,
hogy melyik melyikkel érintkezik! Minden osztalyrol allapitsuk megy, hogy

x zart-e vagy nyilt,

x lényeges-e vagy lényegtelen,
x visszatérG-e vagy atmeneti,
* mennyi a periddusa.

Masodik valtozat, egy sajtéhiba javitasa utan. Pistike olyan szamitogépes
kalandjatékot jatszik, ahol 6t palya van 1-t6l 5-ig szamozva. Minden menetben az
el6zményektdl fiiggetleniil i valoszintiséggel sikeriil neki 1 palyaval feljebb jutni, %
valoszintiséggel azonban egy palyaval lejjebb cstiszik - a maradék i val.séggel marad
a régi palyan. Kivétel ez alol, ha a legalso (1-es) palyan van, mert akkor 3 valoszin-
séggel marad (és tovabbra is i valosziniiséggel jut eggyel feljebb), illetve ha a legfelss
palydn van, mert akkor % valészintiséggel marad (és tovabbra is i valosziniiséggel

csuszik eggyel lejjebb). i ’

a.) Pistike az 1-es palyarol indul. Mennyi a valoszintisége, hogy 4 menet utan mar
az b-0s palyan jatszik?

b.) Koriilbeliil mekkora a valoszintisége, hogy 100 menet utan Pistike pont a 3-as
palyan van? (Szabad észrevenni, hogy az aktudlis palya szama sziletési-haldlozdsi
folyamat.)

c.) Pistike a k-adik palyan mindig 2* pontot szerez. Atlagosan hany pontot szerez
menetenként hosszi tavon?

d.) Bénusz kérdés: Mi a vilasz a fenti kérdésekre, ha az elérhetd palyak szamara
nincs felsG korlat?

5.HF: (Beadasi hatarids: 2015.11.30.)

HF 5.1

Legyen X (t) folytonos idejii Markov lanc az S = {1, 2, 3} allapottéren, ami egy rend-

szer allapotat modellezi. Az iddt mérjik percben. A rendszer az 1-es allapotban &t-
1

lagosan 10 masodpercet tartozkodik, majd % valoszintiséggel a 2-es, 5 valoszintséggel
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HEF 5.2

pedig a 3-as allapotba ugrik. A 2-es allapotban atlagosan 20 masodpercet tartozko-

dik, majd % valoszintiséggel az 1-es, % valoszintiséggel pedig a 3-as allapotba ugrik.

Végiil a 3-as allapotbol atlagosan 15 masodperc utan ugrik el, i valoszintiséggel az

1-es, % valoszintiséggel pedig a 2-as allapotba.

a.) Irjuk fel a Markov lanc )\ tartozkodasi id6 paraméter vektorat és a beépitett
diszkrét idejii Markov lanc ) dtmenetmatrixat.

b.) Irjuk fel a Markov lanc G infinitezimalis generatorat.
c.) Keressiik meg a stacionarius eloszlas(ok)at.

d.) Ha a rendszer ¢t = 0 -kor az 1l-es allapotbol indul, koriilbeliil mekkora valoszint-
séggel lesz 60 perc elteltével a 2-es allapotban? Miért?

e.) Hosszu tavon az id6 hany szazalékat tolti a rendszer a 3-as allapotban? Miért?

Két dramkori elem ellenallasat szeretnénk Osszehasonlitani, de sajnos az ellenallast
csak hibaval terhelten tudjuk mérni. Tegyiik fel, hogy egy mérés eredménye normalis
eloszlast valoszintségi valtozo, aminek varhato értéke a tényleges ellenéllas, szorasa
pedig a mérémiiszer jellemzGje és ismeretlen, de minden mérés esetén azonos. Az
egyes mérések hibai fiiggetlenek. Mindkét ellendllast megmértiik néhanyszor, és a
kovetkezd adatokat kaptuk (M$-ban):

»A” ellendllas: 1000, 1023, 983, 1009, 990, 987, 988, 1009, 996

,B” ellenéllas: 996, 995, 1004, 994, 1017, 1003, 1014
a.) Dontsiink 95%-os szinten arrol a nullhipotézisrsl, hogy az ,A” ellenallas legalabb
akkora, mint a ,,B”.

b.) Dontsiink 95%-o0s szinten arr6l a nullhipotézisrsl, hogy a ,B” ellenallas legalabb
akkora, mint az ,A”.



