Fels6bb Matematika Villamosmérnokoknek - Sztochasztika
2. ZH megoldésok
2016 G5z, 2016.11.29 18:00
Munkaidé: 90 perc. A nulladik feladat 0 pontos, a to6bbi mind 9 pontot ér.

0. Irja ra a ZH-ra a gyakorlatvezetd nevét és a gyakorlat napjdt (meg persze a sajat nevét és
Neptun-kodjat is). Lehetséges helyes megoldasok:

e Ko6i Tamas, kedd (H607, korabban T603)
e Koi Tamas, péntek (V1103)

e Morvai Gusztav, kedd (R505)

e Morvai Gusztav, péntek (E401)

1. Egy béka a szamegyenesen ugral. A nullabol indul, majd minden masodpercben urgik
egyet: % valoszintiséggel helyben, % valoszintiséggel egy egységnyit jobbra, % val6szint-
séggel pedig egy egységnyit balra — az el6zményektdl fliggetleniil. Moricka a centralis
hatareloszlas tétel segitségével probalja megbecsiilni annak valoszintiségét, hogy a béka
150 ugras utan legalabb 10 egységnyivel jutott jobbra. Legfeljebb mennyi lesz Moricka
becslésének hibaja a Berry-Esseen tétel szerint? (A tételben szerepld konstanst vehetjik

0.4748-nak.)

Megoldas: Legyen X; a béka i-edik ugrasa. A szoveg szerint az X;-k fiiggetlenek és
egyenletesek a {—1,0 — 1} halmazon. Legyen n = 150 és S, = X; + --- + X,, a béka
helye 150 ugras utan. Moricka a P(S,, > 10) valoszintiséget akarja CHT-vel becsiilni. A
Berry-Esseen tétel szerint a becslés hibajara

hiba < C;;?’,
no
ahol C' = 0.4748, 0 az X;-k (kozos) szorasa és § = E(|X; —m/|?), ahol m = EX;. Esetiink-
ben

~1+0+1
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0 = E(Xi-m|]") =E(Xi|) =
Ezeket visszhelyettesitve

0.4748 - 2 A74
hiba < 3 _ 04748 0.04748 ~ 4.7%.
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2. Egy 45 pontos ZH-n a hallgatok hosszi évek tapasztalata szerint atlagosan 29 pontot
szoktak elérni. Adjunk nagy eltérés becslést annak valdszintiségére, hogy idén a 130
hallgato atlaga legfeljebb 20 pont lesz. (Tegyiik fel, hogy a feladatsor ugyanolyan nehéz,
mint mdskor, és a hallgatdok is ugyanolyan felkésziltek, mint maskor. Az egyes hallgatdok
eredményei figgetlenek. Negativ pontszamot nem lehet elérni.)

Megoldas: Legyen n = 130 és legyen ¢ = 1,2, ..., n-re X; az i-edik hallgaté pontszama.
Igy S, := Xi+- - +X,, az évfolyam &sszpontszama. Feladat a P(22 < 20) = P(S, < 2600)
val6szintiség becslése.



A feladat szerint az X;-k fliggetlenek és korlatosak: 0 = a; < X; < b; = 45. Egyébként az
eloszlasukrol semmit nem tudunk — nincs okunk pl. feltételezni, hogy azonos eloszlasuak
lennének. Igy a Cramér féle nagy eltérés tétel nem hasznalhato.

Szerencsére tudjuk viszont az dsszeg varhato értékét. Pontosabban, a szoveg szerint E%" =
29, amibdl ES,, = 29n = 3770. A Hoeffding egyenlGtlenség alkalmazasédhoz ez éppen elég:
Hoeffding szerint ¢ > 0-ra

2 2
=1\ v

Esetiinkben Z?Zl(bi — ai)2 = 130(45 — O)2 = 263250, igy t := 3770 — 2600 = 1170
valasztassal

211702

P(S, < 2600) = P(S, <ES, —t) < exp {_M

} =e 0~ 3.1070.

. Egy véletlen algoritmus egy eldontendd kérdésre p = 0.55 valoszintiséggel ad helyes va-
laszt. Lefuttatjuk az algoritmust n = 10000-szer egymastol fiiggetleniil, és megnézziik,
hogy melyik valasz jon ki tobbszor. Adjunk nagy eltérés becslést annak valoszintiségére,
hogy a végeredmény rossz — vagyis hogy a hibas vilasz jon ki tobbszor, vagy az eredmény
dontetlen.

Segitség: a p paraméterd Bernoulli eloszlds Cramér féle rdtafiigguénye
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1. Megoldas: Hoeffding egyenlitlienséggel. Legyen ¢ = 1,2,...,n-re X; = 1, ha az i-edik
valasz helyes, és X; = 0, ha hibas. Legyen S,, = X; + --- 4+ X,, a helyes vélaszok szama.
Kérdés a n
P (Sn < 5) = P(S,, < 5000)

valosziniiség. Az X;-k fiiggetlenek és Bernoulli eloszlastiak p = 0.55 paraméterrel, vagyis
m :=EX,; = p=0.55.
Az X,;-k korlatosak 0 = a; < X; < b; = 1 korlatokkal. A Hoeffding egyenlGtlenséghez
kelleni fog, hogy

> (b — a;)* = n(1 = 0)* = n = 10000.

i=1
ES,, = nm = 5500, igy t = 500 valasztassal a Hoeffding egyenl6tlenség szerint
2t*

Z?ﬂ(bi —a;)?

P(S, < 5000) =P(S, <ES, —t) <exp {— } =e ¥~ 1.93-107%

2. Megoldas: Cramér tétellel. Legyen ¢ = 1,2,...,n-re X; = 1, ha az i-edik valasz
helyes, és X; = 0, ha hibas. Legyen S, = X; + ---+ X, a helyes valaszok szama. Kérdés

a
IP’(S”SE):IP &Sl
2 n 2
valosziniiség. Az X;-k fiiggetlenek és Bernoulli eloszlastiak p = 0.55 paraméterrel, vagyis
m :=EX; =p=0.55.



A kérdés P (52 < 1) =P (52 € (a,0]), ahol a = —co és b= 1. mivel b =1 < 0.55 =m,
a Cramér tétel szerint

P (& < 1) =P (& € (a b]) < —nd(b) _ ,—100001(3)
=35 , = ,

n n

ahol I a p = 0.55 paraméterii Bernoulli eloszlas ratafiiggvénye, vagyis ¢ = 1 — p jeloléssel

1 1. p 1 q 1
r(z)=-mb—(1-2) = —~ In(4pq).
(2) 21 ( 2)“1-% 3 nipa)

esetiinkben I(3) = —31n(0.99) &~ 0.005025, igy

]P)(Sn S 5000) é 6—10000-0.05025 _ 6—50.25 ~ 1.50 - 10—22.

. Legyen X, diszkrét idejii Markov lanc az S = {1, 2,3} éallapottéren a

i)

I
— O wl=
O =W

O N=w=

Atmenetmatrix-szal. Legyen X, = 1.

a.) (2 pont) Mennyi a folyamat kezdetén az 1213233 allapot-sorozat megfigyelésének va-
l6szintisége?

b.) (2 pont) Menyi a P(X, = 2) valoszintiség?

c.) (3 pont) Koriilbeliil mennyi a P(X99 = 1) valoszintiség? Miért?

d.) (2 pont) Hosszti tavon mennyi lesz Y, := (X,,)? idsatlaga? Miért?
Megoldas:
a.) Mivel Xy = 1, a kezdgéllapot stimmel, igy

11

1
]P)<1213233) = P12P21P13P32P23P33 - g . 5 . g . 1 : ‘ 0 - 0

1
2
(Hat persze: 3-bol 3-ba nem lehet ugrani.)
b.) Mivel X, = 1,
P(Xy=2)=P(X;=2|Xo=1) = P4), = (P),,,

vagyis a P* matrix 1. soranak 2. eleme. Ehhez el6szor P?-et szamolom ki, aztin
P* = (P?)-t, de csak azokat az elemeket, amik tényleg kellenek:

1 1 1 1 1 1 5 8 5
AN AN
PP=15 03|z 0 z2]=(* &5 *

010 01 0 * 0 =%

5 8 5 5 8 5 136

18 18 18 18 18 18 324
P4:*£* *%*:***

x* 0 % * 0 % S

Vagyis P(X; = 2) = £35 = 31 ~ 0.4198.



c.) n =100 hossza id6, a Markov lancunk pedig véges allapottert, irreducibilis és aperi-
odikus. Tgy a Markov lancok alaptétele szerint P(X 99 = 1) & 7y, ahol 7 az egyetlen
stacionarius eloszlds, vagyis a (PT — I)77 = 0 homogén lineéris egyenletrendszer
(egyetlen normélt) megoldasa, ahol I az egységmatrix. Esetiinkben

1 1 2 1
Pi-I=|g 0 1)—1010f={35 11
5 3 0 001 s 3 -1

A linearis egyenletrendszert a szokasos bévitett matrix jeloléssel irom, és eliminécidval
oldom meg. Els§ 1épésben felszorzom az egyenleteket, aztan felcserélek két sort, hogy
ne legyen annyi tort. Utdna kezdem a tényleges eliminaciot.

-2 L 010 -4 3 010 1 =3 310
o1 o1jof~ 1 =3 30|~ 3 00]~
O Y 2 3 —6[0 2 3 —60
L3 30N 3 30y /-1 0 1o
~|0 e 2 N(o -3 4‘0)”(0 ~1 40)
0 9 —12/0 3

Az egyenleteket kiolvasva m; = w3 és mp = %7?3, amibdl w3 = 3 valasztassal kijon,
hogy egy megoldas a m = (3 4 3). Ezt lenormalva kapjuk az egyetlen stacionarius
eloszlast:

Ebbdl a kérdésre a valasz

3
IP)(XIOO - 1) ~ T = 10
d.) Legyen az fs — IR fiiggvény f(z) = x?, ami ezen a véges dlapottiren nem mas mint
az
1
f=14
9

oszlopvektor. Mivel a Markov lanc véges allapottert és irreducibilis, az ergodtétel
szerint Y,, := (X,,)? = f(X,,) id6atlaganak hatarértéke 1 valoszintséggel

. 3 4 3
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5. Pistike teenddlistédjara (munkaidében) a feladatok Poisson-folyamat szerint érkeznek, o-
ranként atlagosan 1. Minél tobb a feladat a listan, Pistike anndl kedvetlenebbiil dolgozik:
ha csak 1 feladata van, azt atlagosan 20 perc alatt elvégzi, &m ha k feladat van a listdjan,
akkor atlag 20 - k£ percre van sziiksége ahhoz, hogy egyetlen-egyet elvégezzen koziiliik.
Ha a feladatok szama 7, akkor az esetleges tovabbi beérkezs feladatokat figyelmen kiviil
hagyja.

Legyen X (t) a listan szerepld feladatok szama t id6 elteltével. Az iddt mérjik crakban.
Modellezziik X (t)-t folytonos ideji Markov lanccal.

c stz

b.) (2 pont) Irjuk fel az infinitezimalis generatort!



c.)

d.)

(3 pont) Kezdetben Pistike teenddlistaja iires. Koriilbeliil mennyi a valoszinisége,
hogy 168 munkadra utan ismét iires a lista? Miért?

(2 pont) Hosszt tavon az id6 hany szazalékiaban lesz a lista hossza 77 Miért?

(Segitség: szabad észrevenni, hogy X (t) sziletési-haldlozdsi folyamat.)
Megoldas:

a.)

Az allapottér S = {0,1,2,3,4,5,6,7}. Mivel a feladatok Poisson folyamat szerint
érkeznek, felfelé ugrani csak egysével lehet. Mivel Pistike egyszerre csak egy faladattal
tud végezni, lefelé ugrani is csak egyesével lehet. Igy X (¢) valoban sziiletési-halalozési
folyamat. A felfelé ugras ratdja az érkezG feladatok Poisson-folyamatanak ratéja,
vagyis mindig 1 — kivéve, ha mar a 7-ben vagyunk. A lefelé urgas rataja az 1-bdl

Ao = =22 — 3. Mivel a k allapotban Pistike k-szor lassabban dolgozik, a t&bbi
20 perc

lefelé ugrasi rata ennek megfelelGen kisebb: Ay ;1 = % (k =2,3,4,5,6,7-re). Igy a
graf-reprezentécio

1 1 1 1 1 1 1
0/\1/\2/\3/\4/—\5/—\6/—\7
3 3/2 3/3 3/4 3/5 3/6 3/7

A generator f6atlon kiviili elemeibe az ugrasi ratdk keriilnek, a f6atlot pedig tgy
toltjiik ki, hogy minden sorosszeg 0 legyen. Az elemek nagy része persze nulla, mert
csak szomszédos allapotokba lehet ugrani:

~1 1 0 0 0 0 0 0
3 -4 1 0 0 0 0 0
0 3/2 —5/2 1 0 0 0 0
a0 0 33 63 1 0 0 0
1o 0o 0 34 -7/4 1 0 0
0 0 0 0 3/5 —8/5 1 0
0 0 0 0 0 3/6 -9/6 1

0 0 0 0 0 0 3/7 —3/7

t = 168 (6ra) hosszu id6, a Markov lancunk pedig véges allapottert és irreducibilis.
(A periodicitas nem meriil fel, mert az id6 folytonos). Igy a Markov lancok alaptétele
szerint a kiindulo allapottol fiiggetleniil P(X (168) = 0) ~ 7, ahol 7 az egyetlen sta-
cionarius eloszlas. 7 elég kénnyen megkaphaté a G777 = 0 linearis egyenletrendszer
megoldéséaval is, de én inkdbb kihasznilom, hogy X (t) sziiletési-halalozasi folyamat.
Emiatt ugyanis £ = 0,1,...,6-ra mTu\g k+1 = Try1 \et1,, — ami annak felel meg, hogy
hosszii tavon ugyanannyi ugrasnak kell torténni k-bol k£ + 1-be, mint vissza. Esetiink-



ben

-1l = m -3

3
m-1l = 7r2-g
m -1 = 7T3'§
T3l = 7r4-§
my-1l = 7T5-§
51 = 7r6-§
g1 = 7T7-?.

Els6 korben keresek egy akarmilyen (egyel6re nem normalt) megoldast. Példaul 77 :=
560 valasztassal az jon ki, hogy

e = §ﬁ7:§-560:240
o %ﬁﬁzg-m:mo
- gfngmoz?z
Ry = Sh=2 T2=54
Fy = §ﬁ3:§-54:54
#o= 2@:254:81
Fo = 37 =381 =243

Vagyis egy megoldés a 7 = (243 81 54 54 72 120 240 560) sorvektor. Az
egyetlen stacionarius eloszlas ennek lenormaéltja: mivel 7 elemeinek Osszege 1424,

W—Lﬁ—(& 81 54 54 T2 120 240 560)
T 14940 \1424 1424 1424 1424 1424 1424 1424 1424/

Igy a kérdésre a vélasz

243
P(X(168) =0) = myp = —— ~ 0.1706.
(X(168) =0) =~ m 1424 0.1706
Legyen f : S — R a T-es allapot indikatora, vagyis f(i) =1 hai =7, és f(i) =0, ha
i # 7. A kérdés igy az f(X(t)) véletlen fiiggvény idéatlaga. Mivel a Markov lancunk
véges allapotterii és irreducibilis, az ergodtétel szerint hosszi tavon az idGatlag

560

E.f =Y mf(i)=m = Tiop ~ 0:3933.
€S

Vagyis hossza tavon koriilbeliil az id§ 39%-aban lesz tele a teenddlista.



