Sztochasztika 2 vizsga megoldokulcs  Felsébb matematika targy.
2015. januar 20. 13:00. Munkaid6: <60 perc.

1. (7 pont) Egy koncessziés pélyazat 10 fejezetbdl all, a palyazok minden fejezetre legfeljebb 5 pontot
kaphatnak. A biralok a megitélt pontszamot fejezetenként kockadobassal dontik el, azonos esélyt
adva a 0,1,2,3,4,5 pontszamoknak. A felhivasra 10000 palyazat érkezik. Adjunk nagy eltérés
becslést annak valdszintiségére, hogy a pélyazatok atlagos pontszdama eléri a 26-ot. (Vigydzat:
hanyszor is guritjdk el a birdlok azt a dobokockdt?)

(A p paraméterd Bernoulli eloszlas Cramér féle ratafiggvénye

I(x)len( ‘ 1;p)+ln<1_—x) (ha0<z<1).)

l—2 »p 1—p

Megoldas: n = 100000 kockadobés torténik, ennyi palyazat-fejezet pontszamat kell Osszeadni,
amik fliggetlenek és egyenletesek a {0, 1,2,3,4,5} halmazon. Legyen X; ezek kozill az i-edik (i =
1,2,...,n). Igy S, .= X1 +---+ X, az Ossz-pontszam, és a kérdés

S,
P " >26) =P(S, >2 =7?
(10000_ 6) (S, > 260000)

Az X;-k filiggetlenek és korlatosak: 0 = a; < X; < b; = 5 minden i-re, vagyis a Hoeffding
egyenl6tlenség hasznalhaté a nagy eltérés becslésre. Ehhez Y7 (b — a;)* = n(5 — 0)* = 25n =
2500000, valamint ES,, = nEX; = n - 5 = 250000. Igy t := 10000 valasztassal

IP’( Sn >26) = (S, > 260000) =P (S, >ES, +1) <

10000 ~
—2t? —2 - 100002 %
= = b=~ 18107
h eXp{E?zl(bi—aiP} eXp{ 2500000 } ‘ 0

(Megjegyzés: a nagy eltérés becsléshez elvileg a Cramér tétel is hasznalhato lenne, de az itt szerepld,
{0,...,5}-6n egyenletes eloszlds rdtafigguénye csinya, és nem volt megadva. A feladatban megadott
Bernoulli ratafigguény itt nem jo semmire.)

2. (8 pont) Legyen az X,, diszkrét idejii Markov lanc graf-reprezentécidja a kovetkezo:
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Adjuk meg kozelitéleg az aldbbi valdszintiségeket. A véalaszokat indokoljuk.

) (2 pont) ]P<X1000 = 7|X0 —6) ~7
b) (2 pont) ]P)(Xlooo =2 | XQ = ].)
) (2 pont) ]P)(X1000 —2|X0 —6) ~"7
) (2 pont) ]P)(X1000 =7 | XO = 5) ~7
Megoldas: A Markov lanc NEM irreducibilis. Hdrom osztélya koziil ketté zart: a Cy := {1,2,3,4}

osztély peridédusa 2, a Cy := {6, 7,8} osztély pedig aperiodikus, mert pl. 6-bé 6-ba vissza lehet jutni
2 és 3 1épésben is. Igy



a.)

b.)

c.)

d.)

(2 pont) P(X1000 = 7| Xo = 6) ~ 3, mert 6-bdl indulva 6rokre bent maradunk a Cy osztalyban. A
Markov lanc ide megszoritva irreducibilis és aperiodikus, igy a Markov lancok alaptétele szerint
hosszi 1d6 elteltével az eloszlas a stacionariussal kozelitheto. A Cy irreducibilis komponensen
a(z egyetlen) 7 stacionarius eloszlas szimmetria okbdl az egyenletes, igy P(Xig00 = 7| Xo = 6) =~
7 = %

(2 pont) P(Xi000 = 2| Xo = 1) = 0, mert 1-bél indulva 6rokre bent maradunk a Cy osztélyban,
ez viszont periodikus 2 peridédussal, igy paros sok 1épésben csak 1-be és 3-ba juthatunk el.

(2 pont) P(Xi000 = 2| Xo = 6) = 0, mert 6-bdl indulva 6rokre bent maradunk a Cy osztélyban,
vagyis 2-be nem lehet eljutni.

(2 pont) P(X1000 = 7| Xo = 5) &~ ¢, mert 5-bél indulva 3 valdszinfiséggel az elsd lépésben a Cy
osztalyba léplink és ott is ragadunk, % valdszintiséggel viszont a Cy-be, és innen kezdve az a.)

pont szerinti % az esélyiink hosszu id6 alatt 7-be érkezni.

. (10 pont) Mérnok Mari 0jsziilott gyermeke az édesanyja megfigyelése szerint haromféle dllapotban
lehet: 1—,sit”; 2 —, alszik”; 3 —  eszik”. A gyermek idénként véletlenszertien ugrik at egyik allapotbdl
a masikba, az el6zményektdl (a jelenre, mint feltételre nézve feltételesen) fiiggetleniil, vagyis 6 egy
haroméllapott, folytonos idejii Markov lanc. Jeldlje X (¢) a gyerek allapotét ¢ id6ben. A bedgyazott
diszkrét idejii Markov-lanc @) dtmenetvaldszintiség matrixa a kovetkezo:

0 1 0
Q=108 0 02
08 02 0

Az allapotsorrend 1,2,3 balrél-jobbra és feliilr6l-lefelé. Feltessziik, hogy az 1-es allapotban marad
Exp(8) ideig, a 2-es allapotban Fxp(1) ideig és a 3-asban Exp(5) ideig. (Mari az id6t 6rdban méri.)

a.)
b.)
)
d)

(8 pont) frjuk fel a Markov lanc infinitezimalis generatorat. Indokoljuk.
(3 pont) Keressiik meg a Markov ldnc staciondarius eloszldsait.
(2 pont) Az id6 hény szédzalékdban van az 1-es, 2-es, 3-as dllapotokban? Miért?

(2 pont) Ha a gyerek az 1-es allapotban van, Marinak éranként 100 hajszala hullik ki. Hasonl6an
a 2-es allapotban 5, a 3-as allapotban 20 hajszalat veszit éranként. Koriilbeliil hany hajszédla
hullik ki Mérnok Marinak, mire a gyermek eléri a négyhetes kort? Miért?

Megoldas:

a.)

Az egyes alapotokban a tartézkodasi idok a feladat szovege szerint exponencialisak, ahogy annak
egy folytonos idejii Markov lancban lenni kell. Ezek paraméterei (rdtai) éppen a tartézkodasi id6
paraméter vektort adjak: A = (Ay, Aa, A3) = (8,1,5). Ezek a ratak keriilnek negativ eljellel a G
infinitezimalis generdtor féatléjaba. A féatlon kiviili elemekre Gi; = Ajj = A\iQ;;. Ezeket mind
beirva

-8 8 0
G=108 -1 0.2
4 1 =5

Meg kell oldani a GT7T = 0 linedris egyenletrendszert. A linedris algebrdban szokdsos matrix-
jeloléssel

8 08 40 -8 08 40
8 —1 1[0 *™&"™ [0 —02 50|~
0 02 —5/0 0 02 =50

Az utolsé egyenlet elhagyhatd, mert azonos a masodikkal. Az els6hoz hozzaadjuk a mésodikat
4-szer, majd mindkét sort leosztjuk a foatlobeli elem abszolut értékével:

-8 0 24]{0 -1 0 3|0
0 —-02 510 0 —1 25]0/°



Vagyis m = 3mg és my = 2573, amibdl az egyenletrendszer egy lehetséges megoldasa m = (3,25, 1).
Ezt lenormdlva (hogy az elemek Gsszege 1 legyen)

(3 25 1
T=129"29729 )

Legyen S = {1,2,3} az allapottér. Az, hogy az l-es édllapotban eltoltott id6 az Osszes idének
hanyad része, az f : S — R,
1
f=10
0

megfigyelheté mennyiség idéatlaga. Mivel a Markov lanc irreducibilis és véges allapotterti, az
ergodtétel szerint az idéatlag hosszi tdvon (1 valdszintiséggel) megegyezik a stacionarius eloszlds
szerinti atlaggal, vagyis w- f = m; = %. Hasonléan hosszi tavon a 2-es allapotban az id6 my = %,
a 3-asban pedig m = % hanyadat tolti.

Ezuttal el6szor a g : S — R,
100
g=1 o
20

fliggvény idoatlagat keressiik. Megint csak az ergodtétel értelmében az idoatlag hosszu tavon

egy valdszintiséggel 7 - g = 1007 + 5my + 2073 = 42 (hajszdl/dra). Négy hét az 4 -7 - 24 = 672
445

ora, vagyis Mari ezalatt korilbelil 672 - 53> &~ 10312 hajszdlat veszit.



