Fizikus MSc Matematikai problémamegoldé gyakorlat (BMETE95MF00) iitemterv
2012 6sz
1. Matematikai eszk6zok (részben ismétlés)

(a) Mérték- és integralelmélet (dominalt és monoton konvergencia tételek, Fatou lemma,
Fubini tétel, Radon-Nykodim tétel, feltételes varhato érték, Haar mérték) (szept. 7.)

(Mogy)
e R. B. Ash: Measure, integration, and functional analysis

e P. Walters: Ergodic theory: introductory lectures (Haar mérték)

(b) Komplex fiiggvénytan (szept. 14.) (Mogy)
e Laurent sorfejtés, konform leképzések, konturintegrélok, Fourier-Laplace transz-

formacio
2. Parcialis diffegyenletek:
(a) Linearis parcialis differencidlegyenletek megoldasa (tér- és idévaltozok szeparalésa,
Fourrier modszerek, Green fliggvény) (szept. 21.) (Mogy)

e L. C. Evans: Partial differential equations

(b) Nemlinearis parcialis differencidlegyenletek: megmaradési torvények és Hamilton-
Jacobi egyenletek, nemlinearis hullamok (szept. 28.) (Mogy)

e L. C. Evans: Partial differential equations

3. Ergodelmélet és dinamikai rendszerek: Alap definiciok, ergodtételek, alkalmazasok;
fraktalok (okt. 5.) (Mogy)

e M. Brin, G. Stuck: Introduction to dynamical systems

1. Beszamolok: (okt. 12.)

4. Topoloégia, differencidlgeometria alapfogalmai (sokasigok, kiils§ szorzas, térfogati
formék, ...), Lie-csoportok (okt. 19., 26.) (PG)

e W. M. Boothby: An introduction to differentiable manifolds and Riemannian geo-
metry

e V. I Arnold: A mechanika matematikai modszerei
5. Sztochasztikus folyamatok: Fizikdhoz kozeli folyamatok és alkalmazasok

(a) Markov folyamatok: diszkrét idében (pl. bolyongasok, esetleg kapcsolat daramkorok-
kel), Poisson folyamat, folytonos idejii ugré és nem ugro6 folyamatok (Brown-mozgas
és hovezetési egyenlet) (nov. 9., 10.) (PG)

e S. I. Resnick: Adventures in Stochastic Processes
6. A statisztikus fizika matematikai modszereib?l:

(a) Néhany példa a fazisatalakulasokkal kapcsolatos tételekre és bizonyitasukra (dualitas,
konturok?); par sz6 a perkolaciorol (nov. 16.) (PG)

e (. Grimmett: Percolation

2. Beszamoldk: (nov. 30.)

3. Beszamolok: (dec. 7.)




Datum Téma Beadandé
szept. 7. Meértékelmélet -

szept. 14. Komplex fiiggvénytan HF#1
szept. 21. Linearis parc. diff.egyenletek HF#2
szept. 28. Nemlinearis parc. diff.egyenletek HF+#3
okt. 5. Ergodelmélet HF#4
okt. 12. - 1. beszamolo
okt. 19. Topologia, diff.geo. alapjai HF#5
okt. 26. Differencidlgeometria HF+#:6
nov. 9. Sztochasztikus foly. HF#7
nov. 10. | Sztochasztikus foly. (nov. 2. helyett) HF+#38
nov. 16. Stat. fiz. HF#9
nov. 23. - nyilt nap
nov. 30. - 2. beszamold
dec. 7. - 3. beszamold

Osszetettebb feladatok az 1. beszamoléra itt lesznek hamarosan. Hazi feladatok a
kovetkezd oldalakon.

Pete Gabor, Toth Imre Péter



Hazi feladatok
Fizikus MSc Matematikai problémamegoldé gyakorlat, 2012 6sz

Minden héten 12 pontnyi feladat van kittizve, mindegyik beadand6. A feladat annyi pontot ér,
ahény ® van mellette. Részpontszamokat adunk, de valaszokat csak indoklassal fogadunk el.

1. HF: (Beadasi hatarids: 2012.09.18.)

HF 1.1 ** A mérték folytonossdiga

(a) Bizonyitsuk be a kévetkezd allitéast:
1. Tétel. (A mérték folytonossiga)

i. Ha (X, F,p) mértéktér és Ay, As, ... mérhetd halmazoknak egy névekvd so-
rozata (vagyis A; € F és A; C Ajqg minden i-re), akkor p(UX,A;) =
lim; o (A;) (és az egyenldség mindkét oldala értelmes).
ii. Ha (X, F, ) mértéktér és Ay, As, ... mérhetd halmazoknak eqy csokkend so-
rozata (vagyis A; € F és A; D A1 minden i-re), tovabbd u(A,) < oo, akkor
(N2, Ay) = limy o u(A;) (€s az egyenldség mindkét oldala értelmes).
(b) Mutassuk meg, hogy a masodik allitasban a u(A;) < oo feltételre sziikség van.
Ehhez konstrualjuk ellenpéldat az allitdsra olyan esetben, amikor ez a feltétel
nem teljestil.

HF 1.2 °°*® Szamldlo mérték és Dirac mérték

(a) Tekintsiik a kovetkezd mértékteret: X := {1,2,3,...} legyen a természetes sza-
mok halmaza, F := 2% a diszkrét o-algebra X-en, u pedig a szdmldlo mérték
X-en: minden A C X-re pu(A) := #A, vagyis minden halmaz mértéke az eleme-
inek a szama. Tekintsiik tovabba az f: X — R, f(n) := 2% fiiggvényt. Mennyi
az [, fdp integral értéke?

(b) Tekintsiik az (X, F) := (R,2%) mérhets teret. Konstrudljuk meg ezen azt a
0 mértéket, amire igaz, hogy barmely f : R — R fiiggvényre [, fdd = f(0).
(Megkonstrualas alatt azt értem, hogy minden A C R-re adjuk meg 0(A) értékeét.)
Ezt a mértéket Dirac mérték néven tisztelyiik.

HF 1.3 °*** Cantor halmazok

(a) A C triadikus Cantor-halmaz konstrukcidja a kovetkezd:
— Nulladik lépésben tekintsiik a [0, 1] zart intervallumot: Cj := [0, 1].
— Els6 1épésben vagjuk ki ennek a kozépsd nyilt 1/3-at — igy marad 2 darab 1/3
hosszisagt zart intervallum: Cy = [0, 5] U[2,1].
— Masodik lépésben vagjuk ki mindkettének a kézépsd nyilt 1/3-at, igy marad
4 darab 1/9 hosszusagu zart intervallum — Cy jelolje ezek uniojat.
— Esigy tovabb: az n—1-edik lépésben marad 2" darab zart intervallum, melyek
mindegyikének az n-edik lépésben kivagjuk a kézépss nyilt 1/3-at, igy C,, mar
27*1 darab zart intervallum uni6ja. Rajzoljuk le!
Veégil C := N2 ,C,, vagyis a C' triadikus Cantor-halmazban azok a pontok van-
nak, akiket a végtelen sok 1épés soran sem vagunk ki.
i. Mutassuk meg, hogy C kontinuum szamosségi (vagyis nagyon sok pontja
van).
ii. Mutassuk meg, hogy C belseje iires.
iii. Mutassuk meg, hogy C' Borel-mérhets. Mennyi C' Lebesgue-mértéke?
(b) Modositsuk most a konstrukciot a kévetkezéképpen:

— Nulladik lépésben tekintsiik a [0, 1] zart intervallumot: Dy := [0, 1].



— Els6 lépésben vagjuk ki ennek a kozépss nyilt 1/4-ét — igy marad 2 darab 3/8
hossziisagt zért intervallum: Dy = [0, 2] U [2,1].

— Masodik lépésben vagjuk ki mindkettének a kozépss nyilt 1/9-ét, igy marad
4 darab (% . %) hosszusagn zart intervallum — Dy jelolje ezek unidjat.

— Es igy tovabb: az n — l-edik lépésben marad 2" darab zart intervallum,
melyek mindegyikének az n-edik lépésben kivagjuk a kozépss nyilt 1/(n + 1)?
hanyadat, igy C,, mar 2"*! darab zart intervallum unibja.

Végiill D := N0, D,.

i. D kontinuum szamossagi, Borel mérhets és a belseje iires, pont olyan meg-

fontolasbol, mint C' — ezt kar lenne tjra leirni.

ii. Hat ennek a D-nek mennyi a Lebesgue-mértéke?

(Megjegyzés: a fenti C' és D halmazok Lebesgue-mértékét nem nehéz pontosan kiszd-
molni, de engem igazdbdl csak annyi érdekel, hogy nulla, vagy nem nulla.)

HEF 1.4 °** A Fatou lemma a kovetkezd

2. Tétel. Legyen (X, F, n) mértéktér és fi, fo, ... mérhetd figguények sorozata (f, :
Q — R), amik nemnegativak, vagyis f,(x) > 0 minden n = 1,2,...-re és minden
x € X-re. Ekkor

/liminf folz)du(z) < hHllIlf/fn ) dp(x

n—00
X

(és mindekét oldal értelmes).

Mutassuk meg, hogy az ellentétes iranytu egyenlGtlenség altalaban nem igaz. Ehhez
legyen X = R, valasszuk p-t a Lebesgue mértéknek, és konstrualuk meg olyan f, :
R — R nemnegativ fliggvények egy sorozatat, amire f,(z) 2% 0 minden z € R-re,
de fR fu(z)dx > 1 minden n-re.

2. HF: (Beadéasi hatarids: 2012.09.21.)

HF 2.1 Integrdl és hatdarérték felcserélhetdsége. Vizsgaljuk meg az alabbi f,, : [0,1] — R és
gn ¢ [0,1] — R fiiggvénysorozatokat a pontonkénti hatarértékiik és az integraljaik
hatéarértéke szempontjabol. Van-e olyan f : [0,1] — R, illetve g : [0,1] — R in-
tegralhato fiiggvény, hogy f.(z) — f(z), illetve g,(x) — g(z) Lebesgue majdnem

minden z € [0, 1]-re? Mennyi lim ( [ fulx ) és lim ( [ gn(z da:)7 Teljesiilnek-e

a dominalt konvergencia tétel, a monoton konvergen(na tétel, valamint a Fatou lemma
feltételei? Ha igen, mit mondanak ki ezek a tételek a konkrét esetekben?

(a) oo

n’z ha 0 <z < 1/n,
fa(@)=<2n—n?r hal/n<z<2/n,
0 egyébként.

(b) *** Irjuk fel n-t n = 2 4-[ alakban, ahol k = 0,1,2... és 1 =0,1,...,2F — 1 (ez
minden n -re egyértelmiien megtehets). Legyen ezek utan

1 ha <z< 4
gn(T) = ?
0 egyebkent.



HF 2.2 *** Integrdlok felcserélhetdsége. Tekintsiik a kovetkezs f : R? — R fiiggvényt:

1 ha O0<z, 0<yés0<z—y<I,
flz)=¢—-1 ha O0<z, 0<yésO<y—ax<I1,
0 egyébként.

+oo [/ +o0o +oo /400
Szamoljuk ki [ (f f(a:,y)da:) dy-tés [ <f f(a:,y)dy) dx-t. Mi a helyzet a Fu-

— 00 — 00 —00 — 00

bini tétellel?

HF 2.3 A karakterisztikus fiigguény differencidlhatosdaga. Legyen u egy valdsziniségi mérték
R-en. Ennek n-edik abszulut momentuma (n € N-re) az

/mwu

integral, karakterisztikus fligguénye pedig a

Y:R—=C, ()= /em du(x)

fiiggvény, ahol i a komplex egységgyok (i* = —1).
(Megjegyzés: Ha j eqy X valdszintségi vdltozo eloszldsa, ami annyit tesz, hogy minden
B Borel-halmazra u(B) := P(X € B), akkor I, = E(|X|") és ¢(t) = E(e'X).)
Bizonyitsuk be a kévetkezd tételeket:
(a) [11]
3. Tétel (A karakterisztikus fiiggvény differencialhatésaga). A fenti je-
lolésekkel, ha I, < oo, akkor v folytonosan differencidlhato és

w0 = [ 2dua)

R

(b) (1}
4. Tétel (A karakterisztikus fiiggvény differencialhatosaga IT). A fenti
jelolésekkel, ha I,, < oo, akkor v n-szer folytonosan differencidlhato és

w(k)(O):/xkdu(a:), k=0,1,2,...,n

R

3. HF: (Beadasi hatarids: 2012.10.03.)

HF 3.1 °*** Tort-linearis leképezések. Tort-lineédris leképezésnek vagy lineéris tort-leké-

pezésnek nevezziik a
az+b

w(z) = cz+d
alaku leképezéseket, ahol a,b, c,d komplex szamok és a tort nem egyszeriisitheté —
vagyis ad # be. Egy ilyen leképezés értelmezési tartomanya a komplex szamsik,
kivéve az egyetlen P = —% pontot. Ezen a tartomanyon a leképezés természetesen
holomorf.

a.) Mutassuk meg, hogy egy ilyen leképezés, mint R? \ { P}-n értelmezett R2-értéekii
fiiggvény, konform. (Utmutatas: ehhez milyen aprosag is kell még azon kiviil,
hogy mint komplex fiiggvény, holomorf?)

5



HF 3.2

HF 3.3

Erdekes és hasznos tény, hogy a tort-linearis leképezések a sik minden egyenesét egye-
nesbe vagy korbe viszik at, és a sik koreit szintén egyenesbe vagy korbe. Ennek
bizonyitasarol szol ez a feladat.

b.) Legyen z = x4+ iy és w = 1/2 = u +iv ahol x, y, u, v valésak. Irjuk fel konkrétan
az u(x,y), v(x,y) x(u,v) és y(u,v) fliggvényeket.

c.) Lassuk be, hogy a valds sikon minden kor és egyenes egyenlete
(1) Az +9y*)+ Bz +Cy+D =0

alakba irhat6. Forditva, minden (1) egyenlet egyenest vagy kort ir le, amennyiben
B? + C? > 4AD.
d.) Az el6z6 két pont alapjan mutassuk meg, hogy a w = 1/z inverzié egyenest
egyenesbe vagy korbe, kort is egyenesbe vagy korbe visz at.
e.) Mutassuk meg, hogy z komplex affin transzformalasa (azaz Z = pz + ¢; p, q €
C, p # 0) kort korbe visz és egyenest egyenesbe visz.
f.) Egy linedris tortleképezés
_az+b
w(z) = cz+d
alakt, ahol ad # bc komplex szamok. Mutassuk meg, hogy akir z, akir w,
vagy akar mindketts komplex affin transzformélasa utan a transzformaltak kézott
tovabbra is egy linearis tortleképzés a kapcsolat.

g.) Az el6z6ek alapjan lassuk be, hogy barmely lineéaris tortleképzés egyenest egye-
nesbe vagy korbe, kort is egyenesbe vagy korbe visz at.

Az el6z6 feladatbol tudjuk, hogy lineéris tortleképezések a sik minden korét egyenesbe
vagy korbe viszik at.

a.) * Melyek azok a kordk, amiket a w(z) = Zjis leképezés nem korbe, hanem egye-
nesbe visz? (Segitség: az egyenes nem korlatos halmaz, vannak pontjai ,végtelen

messze”.)

b.) * Keressiink olyan konform leképezést, ami a D = {(z,y) : 2*> + 3> < 1} egy-
ségkorlapot a H = {(z,y) : y > 0} fels6 félsikba viszi. (Utmutatas: eloszor
csak vigyiik a kort egy akdrmilyen egyenesbe, aztan sziikség esetén toljuk el és
forgassuk.)

c.) ** Legyen A = (—2;0), B = (0;2/3), C' = (2;0), D = (0; —1) a sik négy pontja.
Legyen L az a ,lencse alakt” korlatos, nyilt sikbeli halmaz, amit felilrél az A, B, C'
pontokra illeszkeds koriv, alulrdl pedig az A, D, C' pontokra illeszkedd koriv ha-
tarol. Oldjuk meg ezen az L tartomanyon a

Au =0, u=0 az als6 koriven, wu =1 a fels koriven

Dirichlet-feladatot! (Utmutatas: keressiink olyan konform leképezést, ami mind-
két korivbdl (fél)egyenest csindl, az egyik metszéspontjukat pedig (a szépség ked-
véért) az origoba viszi.)

d.) * Mik a haramlas gérbéi (ha u(z,y)-t homérsékletnek tekintjiik)? (Utmutatas:
mi Arg harmonikus konjugaltja?)

Dirichlet-feladatnak nevezziik azt, amikor a Laplace-egyenletet kell megoldanunk egy

tartomanyon, a tartomany hataran megadott peremfeltételek mellett. Tekintsiik a

Dirichlet-feladatot a felsé félsikon, azonosan nulla peremfeltétellel. Ennek természe-
tesen megoldasa az u(x,y) = 0 azonosan nulla fiiggvény.

a.) * Mutassuk meg, hogy az u(x,y) = xy is megoldas.



b.) Emlékezziink az el6adasra: azt, hogy u(z,y) = xy harmonikus, tudtuk anélkiil,
hogy lederivaltuk volna. Honnan is?

c.) * Ennek mintajara keressimk még nagyon sok megoldasat a fenti Dirichlet-
feladatnak. Ezutén keressiink még ennél is tobb megoldast.

d.) Ha ezt a Dirichlet-problémat gy nézziik, mint egy hévezetési feladatot egy fém-
lemezen, miért az u(x,y) = 0 az egyetlen | fizikai” megoldas? Mi a baj a tobbivel?

e.) * Mutassuk meg, hogy a fels félsikon a Dirichlet-probléménak barmilyen perem-
feltétellel, ha van egy megoldasa, akkor nagyon sok megoldasa is van. Mi alapjan
lehet ezek koziil kivalasztani (épeszii peremfeltétel esetén) egy | fizikai” megoldast?

f.) * bénusz: Az egységkorlap (vagy a lencse) — mint az el6z6 feladatban lattuk,
és mint a Riemann leképezési tétel is allitja — konform ekvivalens a fels¢ félsik-
kal. Tekintsiik hat most a Dirichlet feladatot az egységkorlapon (vagy a lencsén),
azonosan nulla peremfeltétellel. Ez lefordithato” a felsé félsikon vett Dirichlet-
feladatra. Akkor ennek is végtelen sok megoldéasa van? Ez végképp ellentmondana
a megoldasrol mint stacionarius hdmérséklet-profilrol alkotott képiinknek. (Segit-
ség: az egységkorlap mint nyilt halmaz volt konform-ekvivalnes a félsikkal mint
nyilt halmazzal, és a Laplace-egyenlet is a nyilt halmazon érvényes. Ehhez képest
a peremfeltételt a korvonalon adom meg, ami nincs is benne a halmazban. Hogy
is kell akkor a peremfeltételt érteni?)

4. HF: (Beadasi hatarids: 2012.10.05.)

HF 4.1

HF 4.2

**** Keressiikk meg azt az v = u(t, x,y) valos-értéki differencidlhato fiiggvényt, ami
eleget tesz a

ou  Ou Ju
= _ 3= 2
ot Ox dy +(r+y)
parcialis differencidlegyenletnek és a
2
x
U’<O7'T7 y) - 1 + 2y2

peremfeltételnek.

Reprezentaciés formula. Mutassuk meg, hogy ha az u : R" — R (a teljes
téren értelmezett) kétszer folytonosan differencialhato korldtos fiiggvény eleget tesz a

—Au=f

Poisson-egyenletnek, ahol f : R" — R kétszer folytonosan differencidlhato és kompakt
tartoji, és n > 3, akkor biztosan

ulz) = / B(z — y)f(y)dy+ C

R?’L
alakd valamilyen C' € R-rel — ahol ® az n-dimenzioés Laplace-egyenlet alapmegoldasa.
Segitség:

— Elsadéson zarojelben elhangzott: Liouville tétele szerint ha eqy fligguény a teljes
R™-en harmonikus és még korldtos is, akkor konstans.

Azt mar tudjuk, hogy a fenti képlettel adott fiiggvények megoldasok. Honnan is?
— Kompakt halmazon folytonos fiiggvény korlatos.

— n > 3-ra ¢ a végtelenben lecseng.

Két tetszoleges korlatos megoldas kiilonbségére alkalmazzuk a Liouville tételt!



HF 4.3 Harmonikus fliggvények kozépérték-tulajdonsaga. Jelolje B(x,r) az x kozép-
ponti r sugart (tomor, zart) gombot (golyot) R™-ben, 0B(x, ) pedig ennek hatarat,
vagyis a gombfeliiletet. Jelolje tovabba |B(z,7)| a gomb térfogatat, |0B(x,r)| pedig
a felszinét. Bizonyitsuk be a kovetkezs tételeket:

(a) oo
5. Tétel (kézépérték-tulajdonsag I). Ha u harmonikus az U C R™ nyilt hal-
mazon és B(x,r) C U, akkor

1
u(x)zm / udS,

OB(z,r)

vagyis a fligguényérték a gomb kozéppontjaban éppen a felileten felvett értékek
atlaga. (Itt [.dS sima skaldr felileti integrdl.)

(b) °
6. Tétel (k6zépérték-tulajdonsag II). Ha u harmonikus azU C R™ nyilt hal-
mazon és B(x,r) C U, akkor

1
U(fb’):m / u(y) dy,

B(z,r)

vagyis a fligguényérték a gomb kozéppontjiban éppen a (tomaor) gomb pontjaiban
felvett értékek dtlaga.
Segitség:

— A Gauss-féle divergenciatétel szerint ha a U C R" nyilt, V' C U kompakt és a
hatara szakaszonként sima, valamint f : U — R" folytonosan differencialhato
(vektormez6), akkor [, f ds = Ji Vf. (A bal oldali integral egy vektormezének
vektor-feliileti integralja, a jobboldali egy skalar fiiggvény térfogati integralja.)

— Rogzitett x mellett tekintsiik a

1
)= BB | was

OB(z,r)

fliggvényt.

— o(r) képletében végezziink el egy integral-helyettesitést ugy, hogy utdna az integ-
ralasi tartomany mar ne fiiggjon r-tél (legyen mondjuk 0B(0,1)).

— Most mar szamolhatjuk ¢'(r)-t az integral ala bederivalva.

— Irjuk ¢'(r)-t vektor-feliileti integral formajaba és alkalmazzuk a divergenciatételt.
5. HF: (Beadéasi hatarids: 2012.10.19.)

HF 5.1 *** Legyen (M, F,T, n) endomorfizmus és n € N.

(a) Mutassuk meg, hogy ha T™ ergodikus (u-re nézve), akkor T is ergodikus.
(b) Mutassuk meg, hogy ennek megforditésa altalaban nem igaz.

HF 5.2 A kérvonal forgatisa és a Weil tétel. Tekintsik az S := R/Z fazisteret, ami egy
korvonal (vagy ha tetszik, az 1-dimenzios torusz, vagy az egységintervallum periodikus

hatarfeltétellel), a Lebesgue mértékkel és a T : x — x + a leképezéssel, ahol a € R.
Nem nehéz bebizonyitani (de most nem ez a feladat), hogy 7' endomorfizmus, ami



HF 5.3

pontosan akkor ergodikus, ha « irracionalis. Ez a Birkhoff ergodtétel szerint azt
jelenti, hogy ha « irracionalis és f : S — R Lebesgue-integralhato, akkor

teljesiil Lebesgue-majdnem minden x € S-re.

Weil tétele szerint viszont, ha f-et f = 1;-nek valasztjuk, ahol I C S egy intervallum,
akkor ennél tobb is igaz:

lim = Z 1;(T*z) = Leb(I)

teljesiil minden x € S-re, ha « irracionalis. A bizonyitasa ennek se nehéz, de most
nem ez a feladat.

(a) ** Mennyi lim, o 2 "), sin®(z + k) értéke tipikus z-re?

(b) ** Mennyi lim,, o = > 7 sin®(k)? (Tipp: ez az el6zének kinnyd kivetkezménye. )

(c) ** (egy Arnold-feladat:) Tekintsiik az 1,2,4,...,2" ... szamok 10-es szamrend-
szerbeli alakjainak els6 szamjegyeit. El6fordul a 77 Hat a 87 Melyik a gyakoribb?
(Tipp: logy, 2 irraciondlis.)

*** Gauss leképezés. Tekintsiik a T : (0,1] — (0,1], Tz = X(mod1) leképezést.

(Vagyis Tx legyen az % tortrésze, hacsak nem ez 0 lenne, mert akkor Tz legyen 1.)

Mutassuk meg, hogy erre a leképezésre invaridns az a valoszintiségi mérték (0, 1]-en,

aminek a stiriségfiiggvénye (a Lebesgue-re nézve) 2. (Mennyi a konstans?)



