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Valészintiségszamitas (B4) II. éves mérnok-fizikus hallgatéknak
2003/2004. 6szi félév, Szdsz Domokos

1. feladatsor
Esménytér, események algebraja, valésziniiség

Legyenek A, B és C tetszOleges események. Fejezziik ki halmazelméleti miiveletekkel a kovetkezd
eseményeket:

(a) az A, B és C események koziil pontosan k kovetkezik be (k=0,1,2);

(b) az A, B és C' események koziil legaldbb i bekdvetkezik (i =1,2);

(c) az A, B és C események koziil legfeljebb j kovetkezik be (j =1,2).

Ellenérizziik az alabbi azonossagokat:

(a) AcA=0; (b) Aol =A4; (c) Ao =A4; (d) Ao(BoC) = (4oB)oC; (e) (AoB)NB = B\A4;
(f) AN(B\C) = (ANB)\(ANC);  (g) ANB\C = (A\C)N(B\C); (h) A\(BNC) = (A\B)U(A\C);
(i) A\[4\ (B\C)=ANBNC; (j) AUB=AoBo(ANB);

(k) Ao CU[B\(AUC) =[(A0B)\ (ANC)U[(BoC)\(ANC)]; () AoC C(AoB)U(BoC);
(m) (AUB)N(BUC)N(CUA)=(AnB)u(BNC)U(CnNA);

(m) (AUB)\(BNC)=(A\B)U(A\C)U (B\C);

(0) ( AUBUCY\(ANBNC)=[A\(BNnCO)U[B\(CNA)JU[C\ (AN B)];

(p) (AUBUCUD)\(AUBUC) =D\ (AUBUC);

(r) AN(AUB)N(AUBUC)N(AUBUCUD) = ANBNCND;  (s) [(ANB)\(ANC)]\(BNC) = (ANB)\C;
&) (ANnB)UC\[(AnC)uB]=C\ (AUB);

(u) [AN(BUC)U[BN(CUAU[CN(AUB)]=(ANB)U(BNC)U(CN A).

Legyen ) tetszOleges eseménytér és A C P(N) tetszOleges esemény algebra. Bizonyitsuk be, hogy
(a) (A, o) Abel-csoport;

(b) (A,0,N) gytirli (melyben o az dsszeadds és N a szorzés). A gyfirt nulleleme §, egységeleme ().
(

a) Harom kiilonb6z6 érmét és két azonos (megkiilonboztethetetlen) kockét dobunk fel egyszerre. Hény
kiilénb6z6 kimenetele lehet a kisérletnek. Reprezentaljuk a kisérlet eseményterét.

(b) Harom fekete és két fehér kockat dobunk fel egyszerre. (Az azonos szinii kockdk megkiilonboztethe-
tetlenek). Hany kiilonboz6 kimenetele lehet a kisérletnek. Reprezentéljuk a kisérlet eseményterét.

Hérom kockét dobunk fel egyszerre. Az azonos szinii kockdk megkiilonboztethetetlenek. Hany kiilonb6z6
kimenetele lehet a kisérletnek

(a) ha a kockdk azonos szinfiek;

(b) ha két kocka fekete és a harmadik fehér;

(¢) ha mindhdrom kocka kiilonb6z8 szin{i?

Legyenek Ay, As, ..., A, tetszbleges események. Mit jelent az Ay 0 Ayo ... 0 A, esemény?
Megjegyzés: Az 1.3 feladat (d) pontjanak kovetkeztében a o miivelet asszociativ.

Egy urnaban van 6 fehér, 6 z6ld és 2 piros golyd. Benytilunk az urndba és taldlomra kivesziink 2 golyét.
(a) Irjuk le az eseményteret.

(b) Hany megfigyelheté esemény lehetséges a szébanforgd kisérletnél?

(c) Hany megfigyelhet6 esemény lehetséges, ha a két goly6t egymds utdn hizzuk?

(

a) Legyen A, B és C harom tetsz6leges esemény. Bizonyitsuk be az aldbbi egyenlStlenséget:
P(AoC)<P(AoB)+P(Bo().

Ez azt jelenti, hogy ha A(A,B) := P(Ao B) ‘tavolsdgot’ értelmezziik az események kozott, akkor
A(-,-) kielégiti a hdromszog egyenlStlenséget.
(b) Bizonyitsuk be, hogy ha P(A o B) =0, akkor P(A) = P(B).

Mutassuk meg, hogy barmely A, B és C eseményre fennall:
[P(ANB)—P(ANC)| <P(Bo().
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Mutassuk meg, hogy barmely A és B eseményre fennall:

_i <P(ANB)-P(4)P(B) <

=

Mutassuk meg, hogy barmely A és B eseményre fennill a

P?(ANB)+P*(ANB)+P*(ANnB)+P*(ANDB) >

|

egyenlStlenség, és ebben az egyenléség akkor és csak akkor teljesiil, ha P(A) = P(B) = 1/2ésP(ANB) =
1/4 (azaz az A és B események fiiggetlenek).
(Hasznaljuk a linedris algebrabdl j6l ismert Schwarz egyenl8tlenséget.)

(a) Legyen A és B két esemény. Bizonyitsuk be, hogy ha P(A) > 0.8 é P(B) > 0.5, akkor
P(ANB) >0.3.
(b) Bizonyitsuk be, hogy tetszlleges A;, As, ..., A, eseményekre fennill a kdvetkezd egyenlStlenség:

P(AlﬂAzﬂ"'ﬂAn)2P(A1)+P(A2)+"'+P(An)—(n—l).

Két azonos erejii jatékos, Adsm és Eva ping-pongoznak. Tekintsiik a kévetkezd eseményeket:

A= {Adém négy meccsbdl (pontosan) harmat megnyer}

B := {Eva nyolc meccsbél (pontosan) 6t6t megnyer}

(a) Szamolds nélkiil saccoljuk meg a két esemény valészinliségét. Melyik tiinik valésziniibbnek?
(b) Ellenérizziik intuiciénkat a valdszinliségek kiszdmoldsaval.

Harom kockaval dobva, mennyi a valdszintlisége annak, hogy a dobott szdmok Osszege 10-nél nagyobb?
Megjegyzés: Ez volt a nyerés feltétele a XVII. szdzadban divatos “passe dix” jatékban.

Mi a valészinlibb: az-e, hogy egy kockaval négyszer dobva, legalabb egyszer hatost dobjunk, vagy hogy
két kockaval 24-szer dobva legalabb egyszer mindkét kockaval hatost dobjunk.

Megjegyzés: Ez De Méré lovag feladata, 1654-ben Blaise Pascaltdl kérdezte. Valéjaban mar Cardano
(1501-1576) is foglalkozott a kérdéssel.

Prébaljanak olyan bizonyitast taldlni, amely zsebszamolégép hasznalata nélkiil is eredményre vezet.

Mi a valészinlibb: 6 kockadobdéssal legaldbb egyszer hatost dobni vagy 12 kockadobdéssal legaldbb kétszer
hatost dobni?

Megjegyzés: A kérdés Isaac Newton és Samuel Pepys levelezésében fordul el6. Pepys-t nem gydzte meg
Newton (korrekt) érvelése.

Egy érmét addig dobunk, amig kétszer egymas utan azonos oldalara nem esik. Minden lehetséges n
dobést igényld sorozat valésziniisége legyen 2. (Miért?) Irjuk le a kisérlet eseményterét. Mi az aldbbi
események valészintisége:

(1) A := {a kisérlet hatndl kevesebb érmedobdssal véget ér}

(2) B := {a kisérlet paros szdmud érmedobés utdn ér véget.}

Anna, Bori és Cili egyforma ereji ping-pong jatékosok. A kévetkezd mdédon jatszanak: Anna és Bori
mérik el6szor Gssze az erejiiket. Ezutan a vesztes kidll és a varakozo Cili all be a helyére, hogy Gsszemérje
tudasat az el6z6 nyertessel. ... Minden egyes meccs utdn a vesztes adtadja a helyét a varakozénak.
Folytatjak ezt mindaddig, amig valamelyikiik kétszer egymasutan nem nyer és a kérmérkézés gybztesévé
van kikialtva. frjuk le a kérmérkoézés eseményterét. Az n péaros csata utdn véget éré sorozatok vald-
szinlisége legyen 27 ™. (Miért?) Mi a valdsziniisége annak, hogy Anna, ill. Bori, ill. Cili nyeri a
kérmérkézést?

(a) Szamoljuk ki az 6t0s lottén 0, 1, 2, 3, 4 és 5 taldlat valészinliségét, hdrom értékes jegy pontossiggal.
(b) Szdmoljuk ki az hatos lottén 0, 1, 2, 3, 4, 5 és 6 taldlat valGsziniiségét, hadrom értékes jegy pon-
tossaggal.



