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2. feladatsor
Kombinatorikus valésziniiség, szita formula, stb.

n (megkiilonboztethetd) goly6t helyeziink véletlen médon n urndba. Mi a valdsziniisége annak, hogy
pontosan egy urna marad liresen?

Egy parkolé tizenkét egymasmelletti helybol 4ll. Egy ember azt vette észre, hogy nyolc autd parkol
gy, hogy az liresen marad6 négy hely egymas mellett volt. Feltéve, hogy négy iires parkoldhely volt,
meglepd-e ez az elrendezés? Utal-e valamilyen nem-véletlen eseményre? (Pl. arra, hogy egy nagyobb
térsasig egyszerre hagyta el a parkolét.)

Egy n eleml populaciébdl r elemil mintdt vesziink. Mi annak a valdsziniisége, hogy a populécié elére
kijelolt N eleme koziil egy sem legyen a mintdban, feltéve hogy a (a) mintét visszatevés nélkiil, (b)
vissatevéssel vesszitk? Szdamoljuk ki a numerikus értékeket a kovetkezo esetekre: (i) n =100,r = N = 3;
(i) n = 100, r = N = 10.

Egy szekrényben n pér cip6 van. Véletlenszeriien kivélasztunk 2r cip6t (2r < n). Mi a valdészinlisége
annak, hogy a kivdlasztott cip6k kozott (a) nincsen teljes pdr, (b) pontosan egy teljes par van, (c)
pontosan két teljes par van?

Egy kulcskarikdn n kulcs van, amelyek koziil csak egy illik a kinyitandé zarba. Taldlomra (véletlen
sorrendben) prébaljuk ki a kulcsokat — ismétlés nélkiil mindaddig, amig a j6 kulcsra rd nem leliink.
Kisérletiink 1,2, ..., n prébalkozas utdn érhet véget. Mutassuk meg mind az n erdménynek azonosan
1/n a valésziniisége.

(a) Egy embert tizenkétszer megbiintettek tilosban vald parkoldsért. Mind a tizenkét biintetést kedden
vagy csiitortokon kapta. Feltéve, hogy a rendordk véletlenszeriien ellendriznek a hét barmely napjan,
szamoljuk ki a fenti eset valdsziniiségét. Bdlcs volt-e emberiink azon dontése, hogy ezentil kedden és
cslitortokon parkoléhdzba vitte aut6jat?

(b) Tizenkét hasonlé biintetést kaptunk a hét killonb6z8 napjain, de egyiket sem vasdrnap. Jogosult-e
a feltevésiink, hogy a renddrék vasarnaponként nem ellendriznek?

Szdmoljuk ki a poker kiilonbozd értékelhetd konfigurcidinak valésziniiségeit. Azaz: 52 kéartydbdl
(%, 0,0, 4 : 2,3,4,5,6,7,8,9,10, J,D, K, A) véletlenszertien kivdlasztunk 6t6t. Mi annak a valdszi-
niisége, hogy egy parunk, két parunk, terciink, sorunk, fullunk, kvartunk, royal flushiink van?

Bridgeben mi a valészinlisége annak, hogy Eszaknak és Délnek egylittesen k db. dsza van (k =
0,1,2,3,4)?
Hasonlitsuk 0ssze a pontos értékeket a Stirling formula segitségével kapott kozelit6 értékekkel.

(a) Legyenek a, b, ¢, d nemnegativ egész szdmok, amelyekre a + b + ¢ + d = 13. Szdmoljuk ki annak az
eseménynek a valésziniiségét, hogy Eszak, Kelet, Dél és Nyugat a, b, ¢, illetve d darab pikket kap egy
bridge-leosztasban.

(b) Az elébbi eredmény segitségével szamoljuk ki annak a valészinliségét, hogy valamelyik jitékos a,
egy masik b, egy harmadik ¢, végiil a negyedik d pikket kap, ha (1) a = 5,b = 4,¢ = 3,d = 1; (2)
a=b=4,c=3,d=2;(3)a=b=c=4,d=1.

A sakktablan taldlomra helyezziink el nyolc bastyat. Mennyi annak a valdszintisége, hogy egyik bastya
sem titheti a mésikat?

(Elcserélt kalapok) Egy n tagd férfitdrsasdg vacsordzni ment egy étterembe. Kalapjaikat a ruhatdrban
hagytdk. Vacsora és borozgatas utan kalapjaikat teljesen véletlenszeriien vitték el a ruhatarbdl. Mi a
valdszinlisége annak, hogy a tarsasignak legaldbb egy tagja a sajat kalapjat vitte haza? Szamoljuk ki e
valészin(iség hatarétérkét az n — oo limeszben.

Elszdntabbaknak: Szamoljuk ki nagy n-re (azaz az n — oo limeszben annak az eseménynek a valdszi-
niiségét, hogy pontosan k ember megy haza a sajat kalapjaval a fején.
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e 2.12 (a) k golyét helyeziink véletlenszertien n dobozba. Mi a valdszinlisége annak, hogy egyik doboz sem
marad iires?
(b) Az el6bbi eredményt hasznédlva szamoljuk ki a kovetkez6 kifejezés értékét k < n-re:

(),

2.13 n = 20 golyét helyeziink r = 6 dobozba véletlenszeriien (Bose-Einstein eloszlas szerint).
(a) Mennyi a val6sziniisége annak, hogy egyik doboz sem marad iires?
(b) Mennyi a valésziniisége annak, hogy pontosan 2 doboz marad iires?
(c) Mennyi a valésziniisége annak, hogy mondegyik dobozban legaldbb két golyé lesz?

J

2.14 Tizszer dobunk egy kockdval. Mennyi annak a valdszintisége, hogy az 1,2, ... ,6 eredmények mindegyike
legalabb egyszer el6fordul?

2.15 Szémoljuk ki annak a valésziniiségét, hogy egy bridge-leosztdsban Eszaknak semelyik értékbdl ne legyen
kézben mind a négy kartydja (azaz: ne legyen négy 2-ese, sem négy 3-asa, ... , sem négy K-a, sem négy
A-a).

e 2.16 Bizonyitsuk be az aldbbi azonossagokat:

(1) n > 1 esetén : Z(—l)’“ (Z) =0,
k=0
(2) n >0 esetén : Z k (Z) =n2n!
k=0
in - - En (T _
(3) n > 2 esetén : kZ:O(—l) k(k) =0
4) n >0 esetén : Z k(k—1) (Z) =n(n —1)2" 2
k=0

2.17 Bizonyitsuk be, hogy pozitiv n-re és k-ra fennéll a kovetkezd azonossag:

> (5)(20)-

)6 Qo

J=0

Altalanosabban:

2.18 Bizonyitsuk be, hogy barmely természetes n-re fennall a kdvetkez6 azonossig:

>() = ()

Utmutatds: Hasznaljuk a hipergeometrikus eloszlast.



