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Valészintiségszamitas 1. II. éves matematikus-hallgatéknak, illetve
Valészintiségszamitas (B4) II. éves mérnok-fizikus hallgatéknak
2005/2006. 6szi félév, Szdsz Domokos
3. feladatsor
Feltételes valésziniiség, Bayes tétel stb.

Két urniban piros és kék golydk vannak. Az els§ urndban 5 piros és 4 kék, a masodikban 7 piros és 3
kék golyé.

(a) Kihdzunk az elsé urnabdl taldlomra egy goly6t és dttessziik a mésodik urndba. Ezutdn a mésodik
urnabdl hidzunk taldlomra egyet és attessziik az elsé urndba. Végil harmadszor Gjbdl az elsé urnabdl
hizunk egy goly6t. Mi a valdszinlisége annak, hogy a harmadik alkalommal piros goly6t hiizunk?

(b) Egyszerre hizunk egy-egy golyét a két urnabol és kicseréljiikk 6ket. Ezutdn hizunk még egy golydt
az els6 urndbdl. Mi a valdszinlisége annak, hogy az utolsé huzaskor piros goly6t taldlunk?

n dobozba elhelyeziink N golyét tgy, hogy mind az n” elhelyezés egyenléen valészinii. Feltéve, hogy
egy adott dobozba esik golyd, mennyi a valésziniisége annak, hogy K golyé esik bele?

Egy kockaval addig dobunk, amig el6sz6r kapunk hatost. Feltéve, hogy a sziikséges dobasok szama
paros, mennyi a valdszinlisége annak, hogy kétszer kellett dobnunk?

Harom kockat feldobunk. Feltéve, hogy a dobott szdmok kozott nincs két egyforma, mennyi a valdszi-
niisége annak, hogy legaldbb az egyiken hatos van?

Tegyiik fel, hogy egy ketyere meghibdsoddsdnak a valésziniisége a (t,t + h) idSintervallumban azon
feltevés mellett, hogy mér ¢ ideig hibatlanul miikédétt a(t)h+o(h)-val egyenl, ahol limp_o b~ to(h) = 0.
Hatédrozzuk meg annak a p(t) valdsziniiségét, hogy a ketyere legalabb ¢ ideig hibatlanul miikodik.

Két jatékos, Aladar és Béla a kovetkez6 jatékszabalyok alapjan jatszik: Aladar feldob egy kockat, azutin
két érmét annyiszor dob fel, ahdnyat a kockdval dobott. Ha e dobdsok sordn legaldbb egyszer két fejet
dobott, akkor Béla fizet Aladarnak egy petdkot, ellenkezd esetben Aladar fizet Bélanak egy petdkot.
Melyikiiknek elonyos ez a jaték?

Az a kockdnak 4 piros és 2 fehér, mig a 8 kockdnak 2 piros és 4 fehér lapja van. Feldobunk egy érmét.
Ha fej a dobds eredménye, akkor a tovabbiakban az a kockat hasznéljuk, ha pedig irds akkor a -t. Az
igy kivalasztott kockaval egymdasutan n-szer dobunk.

(a) Mi annak a valészintisége, hogy a k-adik dobdsnél az eredmény piros? (k=1,2,...,n)
(b) Feltéve, hogy mind az els6 k — 1 kockadobds eredménye piros, mi annak a valdsziniisége, hogy a
k-adik dobés eredménye is piros lesz? (k =1,2,...,n)

Jancsi és Juliska randevit beszélnek meg egy meghatirozott idépontra, két utca keresztez6désénél.
Elfelejtik viszont megbeszélni, hogy a négy sarok koziil melyiknél virnak egymadsra. Az dtkeresztez6dés
nagyon forgalmas, nem lehet atlatni egyik sarokrdl a tobbire. Mindkettd pontosan megérkezik valame-
lyik sarokra és ha a madsik nincs ott, 2.5 percet var a mésikra, ezutdn atmegy a szomszédos sarkok
valamelyikére, 1/2-1/2 valészintliséggel. Ez tovabbi 0.5 percet vesz igénybe. Ha a mésik nincs ott, djbdl
2.5 percet var, majd 1/2-1/2 valészintiséggel kivélaszt egy szomszédos sarkot, ahova dtbattyog ... stb.
Feltessziik, hogy eredetileg mindketten 1/4-1/4 valdsziniiséggel érkeznek barmelyik sarokra, egymastdl
figgetleniil, és szintén egymdastdl és multbeli helycseréiktdl fliggetleniil valtogatjik varakozasi helyiiket
mindaddig, amig nem taldlkoznak. Taldlkozdsnak szdmit az is, ha helyzetiiket éppen véltva egymadssal
szembe mennek az dttesten.

(a) Mennyi annak a valdszinlisége, hogy a megbeszélt id6ponttdl szamitott 3 percen beliil taldlkoznak?
(b) Mennyi annak a valésziniisége, hogy a megbeszélt id0ponttdl szamitott 6 percen beliil taldlkoznak?
(c) Jelolje p, annak a valdszinliségét, hogy az elsé 3n percen beliil taldlkoznak. Hatdrozzuk meg p,
értékét.

(d) Jeldlje r,, annak a valdszinliségét, hogy a taldlkozds a 3n-edik percben kdvetkezik be. Hatdrozzuk
meg az r, valészin{iséget.

(e) Bizonyitsuk be, hogy 1 annak a valésziniisége, hogy véges idén beliil taldlkoznak.

Szindbadnak egyszer megadatott, hogy N haremholgy koziil kivalassza a legszebbet, a kovetkezd jaték-
szabdly szerint: az N haremholgy egyenként vonult el el6tte, azok valamelyikét kellett kivalasztania.
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A miér elvonultak nem hivhaték vissza és azokrdl, akik még nem vonultak el semmit sem tudott.
Feltételezziik, hogy a haremholgyeknek jél definidlt szépség-fokozatuk van: van egy legszebb, egy
masodik legszebb, egy harmadik legszebb, ... és végiil egy legkevésbé szép kozottiik. Tovabba azt
is feltételezziik, hogy véletlen sorrendben vonulnak el Szindbad el6tt: mind az N! lehetséges sorrendjiik
egyforman valészini.

Szindbad a kdvetkezo stratégiat valasztotta: k holgyet hagyott elvonulni, majd ezutdn kivilasztotta azt,
amelyik szebb volt az Gsszes el6tte mar elvonultnal. Mi a valdszinlisége annak, hogy ezzel a mddszerrel
valéban a legszebb haremholgyet valasztotta? Hatdrozzuk meg azt a k-t, amely mellett a fenti stratégia
optimdlis IV > 1 hatdresetben.

Viandorlasai kézben Odiisszeusz, egyszer egy harmas udteldgazdshoz ért. Tudta, hogy az egyik ut
Athénbe, a masik Miikénébe a harmadik pedig Spartaba vezet, de nem tudta, hogy melyik hova. Azt
is tudta, hogy az athéniek atlagosan csak minden harmadik alkalommal mondanak igazat, a miikénéiek
minden mésodik alkalommal hazudnak, a spartaiak viszont becsiiletesek, sohasem hazudnak. Kocka-
dobéssal dontdtte el, hogy melyik utat valassza, méghozza egyenld esélyt adva mindharomnak. Ezutin
ment, ment, mendegélt, mig egy varosba nem ért. Ott az elsd szembejovd embertdl megkérdezte, men-
nyi kétszer kett6 és azt a valaszt kapta, hogy négy. Mi a valdszintlisége annak, hogy Odiisszeusz végiilis
Athénbe érkezett?

A ketyere gyarban az A, B és C gépsorokon allitjdk el§ a ketyeréket. Az A gépsoron a ketyerék 25%-
4t gyartjak, a B gépsoron a ketyerék 35%-4t, mig a C' gépsoron a 40%-4t. Az A gépsoron elbéllitott
ketyerék 5%-a, a B gépsoron elballitottak 4%-a, a C gépsoron eldéllitottak 2%-a hibds. A gyédrban
gyartott ketyerék koziil véletlenszertien kivalasztunk egyet, amelyrdl kideriil, hogy hibas. Mi annak a
valdszintlisége, hogy ezt a ketyerét az A, B, ill. a C gépsoron gyartottdk?

Jelolje p, annak a valésziniiségét, hogy egy csalddban pontosan n gyerek van, n = 0,1,2,... és legyen
Pn = ap”, n > 1lre, éspg =1 —ap(l+p+p*>+p*+...), ahol p € (0,1) és a > 0 tgy vannak
megvalasztva, hogy ap < 1 — p. Tegyiik fel, hogy ha egy csaladban n gyerek van, azok nemenkénti
eloszldsa egyenletes (a 2" lehetéség kozott). Mutassuk meg, hogy minden k > 1-re, annak a val6szinii-
sége, hogy egy csalddban pontosan k fid van 2ap* /(2 — p)k+!

(A Négy Hazudds) Aladar, Béla, Cili és Domo6tor hazuddsak: dtlagosan az esetek 2/3-dban hazudnak
mind a négyen, egymdstdl fiiggetleniil, véletlenszerten.

Aladar azt llitja, hogy Béla tagadja, hogy Cili azt mondta, hogy DSm&tor

hazudott.

Mi a valdszinilisége annak, hogy Domotor igazat mondott?

(Feltételezziik, hogy Aladar tudja, hogy mit mindott Béla, Béla tudja, hogy mit mindott Cili, Cili tudja,
hogy mit mindott D6mé6tor. Tovabba, hogy Cili azt is el tudja donteni, hogy Démd&tor hazudott-e vagy
sem.)

Egy vaddsz 30 méter tavolsigban felfedez egy rokat és ralé. Ha a roka ezt tiléli, akkor 10 m/s sebeséggel
probal menekiilni. A vaddsz 3 masodpercenként ujratdlt és 16 a rékdra, mindaddig, amig meg nem Oli,
vagy (szerencsés esetben) a réka el nem tiinik a ldtéhatdron. A vadész taldlati valGszintisége a tdvolsag
négyzetével forditottan ardnyos, a kovetkezd képlet szerint P(a vadasz eltaldlja az z méter tdvolsdgban
levé rékat)= 67522 (x > 30). Ha a rék4t talalat éri, elpusztul. Mi a valésziniisége annak, hogy a réka
tuléli ezt a kellemetlen kalandot?

Adott egy (végtelen térfogatd) urndnk és végtelen sok N = {1,2,3,. ..} elemeivel szdmozott golyénk. Az
urna eredetileg tires. Ejfél elott egy perccel fogjuk az 1,2, ..., 10 szdmu golydkat, behelyezziik 6ket az
urndba, az urnat jol Osszerazzuk, majd véletlenszertien kihizunk az urnabdl egy golyét, amit elhajitunk.
Ejfél elétt fél perccel fogjuk a 11,12, ..., 20 szadmu golydkat, behelyezziik 6ket is az urndba, az urnat jol
Osszerazzuk, majd véletlenszertien kihizunk az urnabdl egy golydt, amit elhajitunk. ... ... Ejfél elétt
27" perccel fogjuk az 10n + 1,10n + 2,...,10(n + 1) szdmd golydkat, behelyezziik ket is az urndba,
az urnat jol osszerdzzuk, majd véletlenszertien kihiizunk az urnabdl egy golyét, amit elhajitunk. Es ezt
igy folytatjuk éjfélig.

Bizonyitandd, hogy éjfélkor az urna 1 valdsziniiséggel iires lesz.



