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2003/2004. 6szi félév, Szdsz Domokos

4. feladatsor
Fiiggetlenség

Héromszor dobunk fel egy pénzérmét. Jelentse A azt az eseményt, hogy a dobésok kozott fej és iras is
eléfordul, B pedig azt az eseményt, hogy legfeljebb 1 irds fordul el. Fiiggetlenek-e a fenti események
egymastol?

Vélasszunk taldlomra egy szdmot az {1,2,3,...,n} halmazbdl, egyenletes eloszldssal. Jeldlje A, azt az
eseményt, hogy a kivalasztott szdm a p prim szdmmal oszthatd.
(a) Mutassuk meg, hogy ha pi,po,...,pr primek és az n szdm oszthatd pi,pe,..., pr-val, akkor az

Ap Apsy ..., Ay, események (teljesen) fiiggetlenek.
(b) Jeloljik Cp-el azt az eseményt, hogy a véletlenszeriien kivélasztott szdm n-hez relativ prim. Bi-

zonyitsuk be, hogy
1
PC= ] (1 - 5) |

p prim,p|n

Legyen s € (1,00) rogzitett és ((s) :== > o7, n™° a Riemann féle dzeta-fliggvény. (A végtelen Osszeg
s > 1-re konvergens!) Tovdbbi legyen p, = pn(s) == n=°/((s). Legyen egy X € N véletlen szam
eloszldsa P(X =n) = py. Ertelmezziik barmely r prim szamra a kévetkezd eseményt:

E, := { az X véletlen természetes szdm oszthaté az r prim szdmmal }
(a) Bizonyitsuk be, hogy az {E, : r prim } események teljesen fliggetlenek.
(b) Adjunk valdszinliségszamitési bizonyitast (és ezzel valészinliségszamitasi ’ertelmezést is) a hires

o= 11 (1—}5)

7: T prim

Euler furmuldra.
(Az Euler formula standard levezetése és értelmezése megtaldlhaté barmely elemi bevezetd szamelmélet
jegyzetben vagy konyvben.)

(a) Mennyi annak a valdészinlisége, hogy két egymdstdl fiiggetleniil kitoltott lottdszelvény kiizil legaldbb
az egyik legalabb két talalatos?

(b) Mennyi annak a valGsziniisége, hogy ha 3 000 000 lottészelvényt véletlenszeriien és egymadstdl
fiiggetleniil kitoltenek, ezek kozott pontosan 6t darab Gttaldlatos szelvény lesz?

Egy tesztrendszeri vizsgdndl minden didknak 20 kérdésre kell igennel vagy nemmel felelni. Tegytk fel,

hogy egy vizsgdzd az egyes kérdésekre egymadstdl fiiggetleniil p valdsziniiséggel tudja a helyes vélaszt,

q valészintiséggel azt hiszi, hogy tudja a helyes valaszt, de téved, r valdsziniiséggel nem tudja a helyes

vélaszt és ennek tudatdban van (p + ¢ +r = 1). Ha a vizsgdzé tudja, hogy egy kérdésre nem tudja a
11

helyes véalaszt, akkor taldlomra ir igent vagy nemet 5-3 valdszintiséggel. Mennyi a valészintisége annak,

hogy a vizsgdzdé legalabb 19 kérdésre helyesen vélaszol?

Szamitsuk ki a P(A; o A o--- 0 A,) valdszinliséget, ha az Aq, As,..., A, események fliggetlenek és
mindegyiknek a valdésziniisége p.

Egy orszdgban az A, B, C' és D varosok kozott a kdvetkezd kozvetlen utak vannak: A < B, A & C,
C & B,D < B,D + C. Egy téli éjszaka mind az 0t tutszakaszon p valészinliséggel képzbédik hdakadaly,
kolesonosen fiiggetleniil egymdastdl. Mi a valdszinlisége annak, hogy méasnap reggel mégis el lehet jutni
A-b6l D-be? Adjunk szdmszerii eredményt p = 1/2-re. Prébéljuk megindokolni az utébbi vilaszt az
els6 kérdésre kapott formula haszndlata nélkiil is.
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(Stefan Banach gyufdsdoboz-probléméja)

(a) Egy szérakozott matematikus vesz két doboz gyufit. Mindkét doboz n szdl gyufdt tartalmaz.
Egyik dobozt a bal-, méasikat a jobb zsebébe teszi. Valahanyszor pipara akar gyudjtani, véletlenszeriien
kiveszi az egyik dobozt és abbdl elhaszndl egy szdl gyufat. Egyik alkalommal azt veszi észre, hogy az
elovett gyufdasdoboza mar iires. Mi annak a valészinlisége, hogy ekkor a masik dobozban pontosan k
elhaszndlatlan gyufaszil van még?

(b) A fenti kérdésre adott valasz segitségével taldljunk egyszer( kifejezést az aldbbi Osszegre:

n

;) " (an— k) ‘

Egy n egymaéstdl fiiggetleniil miikddd alkatrészbol allé rendszert figyeliink meg egymads utani, azonos
hosszisagi idéperiédusokban. Feltessziik, hogy minden egyes alkatrész miikkddése vagy nem mikddése
egy periédusban filiggetlen attdl, hogy miikédott-e vagy sem a tobbi periddusban. A rendszer miikédé-
sében akkor van fennakadéas, ha legaldbb k alkatrész nem miikddik. Mennyi annak a valészintisége, hogy
ez elészor az m-edik periédusban kovetkezik be, ha p annak a valésziniisége (minden alkatrészre), hogy
egy alkatrész egy periédusban miikédjék?



