5.1

e 5.2

5.3

5.4

5.5

® 5.6

e 5.7

5.8

59

Valészintiségszamitas 1. II. éves matematikus-hallgatéknak, illetve
Valészintiségszamitas (B4) II. éves mérnok-fizikus hallgatéknak
2005/2006. 6szi félév, Szdsz Domokos

5. feladatsor
Binomiilis-, Poisson-, geometriai eloszlas

Bizonyitsuk be, hogy a Poisson eloszldsnal a k = | \|-hez tartozé valdszintliség a maximélis. Ha A nem
egész szam, akkor csak ez az egy tag maximaélis, ha azonban X egész, akkor p(\, \) = p(A — 1, \).

Legyenek M, N,n nemnegativ egészek, igy, hogy M < N és n < N. A hipergeometrikus eloszlast a
kov. kifejezés értelmezi:

(0) (i)
hn an(k) == k ;_k , k=0,1,2,...,n.
()

Legyen n nemnegativ egész és p € [0,1]. A binomodlis eloszldst a kov. kifejezés értelmezi:

bp,n(k) == (Z)p’“(l -p)"*  k=0,1,2,...,n.

Bizonyitsuk be, hogy ha régzitett n és k mellett N — co, M — oc 1gy, hogy % — p, akkor hy prn (k) —
bp,n (k).

(a) Hény (egymaéstol fiiggetlen) bridge-leosztédsra van szitkség ahhoz, hogy annak a valdszintisége, hogy
legaldbb egyszer mind a négy sz Eszaknak jusson, legalabb 0.5 legyen?
(b) Hany (egymadstdl fliiggetlen) bridge-leosztdsra van sziikség ahhoz, hogy annak a valdszintisége, hogy
legalabb egyszer mind a négy sz egy kézbe jusson, legalabb 0.5 legyen?

Feltéve, hogy a balkezesek ardnya &4tlagosan 1%, becsiiljilk meg annak a valdszintiségét, hogy 200
véletlenszertien kivalasztott ember kozott legaldbb négy balkezes van.

Egy 400 oldalas kényvben 6sszesen 200 sajtéhuba van (véletlenszeriien elszérva). Mennyi a valGsziniisége
annak, hogy a 13. oldalon t6bb mint egy sajtéhuba van?

Atlagosan hany mazsolanak kell egy siitiben lennie, ha azt kivanjuk elérni, hogy egy véletlenszeriien
vélasztott siitiben legaldbb 0.99 valdsziniiséggel legyen (legaldbb egy szem) mazsola?

Tegytiik fel, hogy a vildglir egy bizonyos tartomdnydban két fajta (A és B tipusd) csillag van. Az
A tipusi csillagok szdménak eloszldsa A paraméteri p(k; A), mig a B tipusdaké u paraméterti p(k; u)
Poisson eloszlds. Az A-, ill. B tipusu csillagok szdma egymadstdl fiiggetlen. Bizonyitsuk be, hogy a
vildglir e tartomanyaban 1év§ csillagok szdma p(k; A+ ) Poisson eloszldsa. Ertelmezziik és fogalmazzuk
meg az allitast absztrakt terminusokban.

Egy utca autéforgalmat igy modellezziik, hogy

1. az id6skalat fix és oszthatatlan egy masodpercnyi idéegységekre osztjuk,

2. feltessziik, hogy p € (0,1) annak a valésziniisége, hogy az egyes idSintervallumokban elhalad az

utcan egy autd,

3. tovabba azt is feltessziik, hogy az egyes idGegységekben torténd események egymastdl fiiggetlenek.
Egy gyalogos akkor tud 4tmenni az utca tiloldalara, ha legalabb harom masodpercig forgalommentes az
utca. (Feltessziik, hogy az utca beldthaté: a gyalogos el tudja donteni, hogy a kév. hdrom mésodpercben
lesz-e forgalom.) Mennyi a valésziniisége annak, hogy az utcdn dtmenni éhajté gyalogosnak 0, 1, 2, 3, 4
masodpercig kell varnia dthaladds el6tt. (Ne probaljanak ditaldnos képletet felirni — ez egyel6re nehéz.)

Egy pok éltal rakott peték szama p(k; ) Poisson eloszlasi. Az egyes peték egymadstdl fiiggetleniil p
valészinliséggel fejlédnek ki (ill. ¢ = 1 — p valdsziniiséggel halnak el). Bizonyitsuk be, hogy a pdk
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kifejlédott gyermekeinek szdma p = pA paraméterti Poisson eloszlasi. Ertelmezziik és fogalmazzuk meg
absztrakt terminusokban az allitast.

(a) Mennyi a valdszinlisége annak, hogy 1000 egymésutdni péker-leosztdsban legaldbb négyszer van
fullunk?
(b) Szédmoljuk ki a fenti valészinliséget numerikusan a Poisson approximdcié segitségével.

1000 megkiilonboztethetd golydt helyeziink véletlenszertien 10000 dobozba. Mennyi annak a valészin(-
sége, hogy az elsé 25 dobozba legaldbb 4 golyé essék?

Egy erdd atlagos stirtisége: 16 fa 100 m2-enként. A fik tdrzse teljesen szabalyos, 20 cm &tmérdji kor
alapi henger. Egy puskagolyét 16viink ki célzds nélkiil, az erdd szélétdl 120 m-re, kifelé az erd6bél.
Mennyi annak a valészinlisége, hogy eltaldlunk egy fatorzset?

(Tekintsiink el attdl az apré zavard tényezétdl, hogy a fak alapkoreinek kézéppontjai min. 20 cm
tavolsdgban vannak.)

Legyenek p € (0,1), n € N és A\ = pn € (0,00) rogzitve. Tovabba:

ay, = b(k; p,n)/p(k; A). Bizonyitsuk be, hogy amint k¥ = 0,1,2,... névekszik

(a) ay, el6szor novekszik, majd csokken és a maximélis értékét | A + 1|-nal éri el.
(b) ay el6szor kisebb, mint 1, majd 1 felé né, majd 4jbdl 1 ala csékken.

(Fakultativ: csak kedvtelésbol csindljdk ... )

AZazZ

lim (SUP |b(k; p,n) — p(k; /\)I) =0,
k

amint p — 0, n — oo gy, hogy pn — X € (0, 00).

Bizonyitsuk be a kdvetkez6 azonossdgokat:

> kb(k;p,n) =np, Y k*b(k;p,n) = n’p* + np(1 - p);
k=0 k=0

> kp(k; A) = A, D (k) = AN+ A\

k=0 k=0

Bizonyitsuk be és értelmezziik a valészinliségszamitds terminusaiban a kovetkezd azonossagokat:

k
> bl p,n0)b(k — 15 p, n2) = b(k; p,na + na),
=0
k
Zp(l; A)p(k =1 A2) = p(k; p, A1 + A2).
=0



