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6. feladatsor
Diszkrét valésziniiségi valtozdk II:
varhaté érték, szérdsnégyzet, fiiggetlenség stb.

e 6.1 Legyenek X; és X, fiiggetlen, p(k; A1) ill. p(k; A2) Poisson eloszldst valésziniiségi valtozok.
(a) Bizonyitsuk be, hogy X1 + X, eloszlasa p(k; A1 + A2) Posson eloszlés.
(b) Bizonyitsuk be, hogy X1 + X» ismeretében X, feltételes eloszldsa binomidlis, azaz:

n /\1 k /\2 n—k
P =k + Xy =n) = (k) (Al +A2) (Al +)\2) '

6.2 Legyenek X, Y és Z fiiggetlen, azonos g(k;p) = ¢*p, k = 0,1,2,... geometriai eloszldst valészintiségi
valtozok.
(a) Szamitsuk ki a kovetkezd valésziniiségeket:

P(X =Y), P(X>2Y), P(X+Y<2).

(b) Legyen U := min{X,Y} és V := X — Y. Bizonyitsuk be, hogy U és V fliggetlenek.
e 6.3 Legyenek X és Y fiiggetlen, azonos g(k;p) = ¢*p, k = 0,1,2,... geometriai eloszl4sti valésziniiségi

valtozdk. Lassuk be szdmolds nélkil, hogy X +Y ismeretében X feltételes eloszldsa egyenletes, azaz:
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P(X =k|X +Y =n) = —,

k=0,1,...,n.

¢ 6.4 (a) Egy érmével dobunk. Ha az eredmény fej, akkor még kétszer dobunk, ha irds, akkor még egyszer.
Mennyi az sszes fej-dobasok szdmanak varhaté értéke?
(b) Ermével dobunk addig, amig elGszor fordul eld, hogy két egymads utdni dobds eredménye azonos.
Mennyi a sziikséges dobdsok szdménak varhatd értéke?

6.5 Egy embernek n kulcsa van, amelyek koziil egyetlen egy nyit egy bizonyos ajtét. Emberiink véletlen-
szertien prébalkozik a kulcsokkal, mindaddig, amig ra nem talal a megfelel6 kulcsra. Hatarozzuk meg a
probalkozasok szamanak varhaté értékét, ha
(a) a sikertelen kulcsokat nem zarja ki a tovabbi prébalkozésok sordn (visszatevéses hizésok),

(b) a sikertelen kulcsokat kizarja a tovabbi prébélkozasok sordn (visszatevés nélkiili hizasok).

6.6 Két kockaval dobva, mennyi a dobott szamok maximumaénak, illetve minimumanak varhaté értéke?

6.7 (a) Hatdrozzuk meg az 6tos lotté taldlatok szdmdanak, varhat6 értékét egy taldlomra kitoltott szelvény
esetén.
(b) Szamitsuk ki az 6tos lotté sorsoldson kihdzott legnagyobb, illetve legkisebb szdm varhaté értékét.

6.8 Legyen X nem-negativ egész értékii valdsziniliségi valtozo és tegyiik fel, hogy E(X) < oo. Bizonyitsuk
be, hogy

E(X) = iP(X > 4).

6.9 Ketten céllovésben versenyeznek, a két versenyzb py, illetve ps valésziniiséggel ér el taldlatot (p1 < pa)-
Az {igyetlenebb kezd, majd felvaltva 16nek. Aki elészor taldl, az nyer. Mennyi a valdszinlisége annak,
hogy az ligyesebb nyer? Mennyi a jaték varhaté id6tartama, ha percenkémt egy 16vést végeznek?

e 6.10 Szamitsuk ki az (1 4+ X)~! valésziniiségi valtozd varhaté értékét a kovetkezd esetekben:
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a) ha X b(k;p,n) binomiilis eloszldsu;
(a) ha X p(k; A) Poisson eloszlast.

6.11 (a) Legyenek X és Y fiiggetlen, nemnegativ egész értékii valészintliségi valtozok, melyekre E(X) < oo
és E(Y) < co. Bizonyitsuk be, hogy

E(min{X,Y}) = f: P(X > )P(Y >9).

i=1

(b) Altaldnositsuk az el8bbi Osszefiliggést tetszOleges k darab fiiggetlen, nemnegativ egész értéki X,
Xa, ... Xy valészinliségi valtozora, melyekrdl felteszsziik, hogy véges a varhaté értékiik:

(c) Az (a) kérdés feltételei mellett bizonyitsuk be, hogy
oo
E(max{X,Y}) =) [1-P(X <i)P(Y <i)].
1=0

k2

e 6.12 Hamis érmével dobunk, melynél a fej valésziniisége p, az irdsé pedig ¢ = 1 — p. Jeloljiik X -szel és Y-nal
az elso, ill. a mdsodik tiszta (fej vagy irds) sorozat hosszat. (Pl. ha dobéssorozatunk FEFFIIF ...,
akkor X = 3, Y = 2; ha pedig dobéssorozatunk IFFI..., akkor X =1,Y =2 ... ) Hatdrozzuk meg a
kovetkezé mennyiségeket: E(X), E(Y), E(X?), E(Y?), D*(X), D?(Y), Cov(XY).

6.13 Legyen X nemnegatiegész v értéki valdszinliségi valtozd, melynek véges a masodik momentuma
(E(X?) < 00). Fejezziik ki az S := )7 | kP(X > k) mennyiséget E(X) és D?(X) segitségével.

6.14 Legyen X porzitiv értékii valészintiségi valtozé. Bizonyitandd, hogy (E(X))™! < E(X1). (Megjegyzés:
ez a Jensen egyenl6tlenség legegyszeritibb sajdtos esete.)



