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7. feladatsor
Folytonos eloszlasfiiggvények, siirtiségfiiggvények. Geometriai valésziniiségek.

Memo:

Eloszldstiiggvény: F : R — [0,1], F(z) :=P(X < z).

Tulajdonsagai:

(1) monoton, nem-csékkend;

(2) balrdl folytonos;

(3) limy oo F(z) =0, lim,_,o0 F(z) = 1.

Stirtiségfiiggvény: Ha az F(-) eloszlasfiiggvény F(z) = [*_ f(y)dy alakban allithaté el8, akkor F(-) abszolit
folytonos és f : R — [0,00) az F(-) eloszlas stiriiségfiiggvénye.

A stiriiségfiiggvény tulajdonsdgai:

(1) mérhetd;

(2) nem-negativ;

(3) >, Fy)dy = 1.

Ebben az esetben F' (majdnem mindenhol) differencidlhaté és (majdnem mindenhol)

Fi(z) = f(x).

7.1. Eloszlasfiiggvények-e a kovetkezd fiiggvények?

(a) F(x) = 1 + %arctg(x)

0, ha, z<0
(b) F(z) = { [z]/2, ha 0O<z<2

1, ha 2<z

0, h z<0
(c) Fz) = {m/(1+1‘), ha 0 <s
(d) F(z) = exp(—e™")
0, h <0

(e) F(z) = { 1—{1—exp(—z)}/z, h: 0 <§

e 7.2 Milyen « és c értékekre lesz eloszlasfiiggvény a kovetkezs fliggvény?

F(z) = exp(—ce™ ).

e 7.3 Bizonyitsuk be, hogy ha F(z) eloszlasfiiggvény, akkor barmely régzitett h > 0-ra az aldbb értelmesett
G1(z) és Ga2(z) is eloszlasfiiggvény.

z+h
Gr(z) = % / F)y,  Gola) =5 / Fy)dy.

Adjunk valbsziniiségszamitasi értelmet a fenti formuldknak.
7.4 Legyen F'(z) folyotnos eloszlasfiiggvény és F'(0) = 0. Mutassuk meg, hogy

0, ha r<0
G(z) = {F(w) —F(z™'), ha O<=z

is eloszlésfiiggvény. Adjunk valdszinliségszamitasi értelmet a fenti formuldnak.
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7.5

e 7.6

7.7

7.8

7.9

e 7.10

7.11

7.12

Egy [ hosszisagu ropit taldlomra véalasztott pontban ketté toriink. Mi az igy keletkezett darabok koziil
a rovidebbiknek az eloszlasfiiggvénye?

(a) A [0,1] intervallumban jel6ljiink ki taldlomra (azaz: egymastdl fiiggetleniil és egyenletes eloszldssal)
harom pontot. Hatarozzuk meg a kézépsé pont abszcisszdjanak az eloszlasfiiggvényét.

(b) A [0, 1] intervallumban jeldljiink ki taldlomra (azaz: egymadstdl fiiggetleniil és egyenletes eloszldssal)
n pontot. Hatdrozzuk meg a k-adik pont abszcisszdjanak az eloszlasfiiggvényét.

Vélasszunk az egységnégyzetben egy pontot véletlenszeriien (egyenletes eloszldssal). Jelolje £ e pontnak
a tavolsdgat a négyzet legkbzelebbi oldalatdl. Hatarozuk meg a & valdsziniliségi valtozd eloszlisfiigg-
vényét.

Mondjuk meg, hogy az aldbbi fiiggvények koziil melyek valdszintliségi slirliségfiiggvények és melyek nem:
1/3 ha 0<z<1
(o 2) flo) = { egyébként
(o b) s1n:1:+1/ 2m) ha 0<z <27
egyébként

(o 0) z~ ha 1<z

0 egyébként

z/(1+ x) ha 0<z
(=) { egyébként
1
(e €) f(:t:)—w1+ 5> —00 < T <00
1
(o f) f(x)zie_‘z‘, —00 <z <00
_ dgPe " ha 0<z
(&) f@) = { 0 egyébként
_ | —logz ha 0<z<1
(h) fla) = { 0 egyébként
. _f2e7T"(1—e7") ha 0<z
@ @) = { 0 egyébként
. e Tjz+(1-e")/2? ha O<z
(3) flz) = { 0 egyébként
1
k = -  _
(k) f(z) T cosh(z)’ o<z < oo
A" 12

(*1) f(x):mm”_ el —co<zr<oo, neN, A>0.

Az x tengely [0, 1] intervallumdban véletlenszeriien kivalasztunk egy pontot. Jeldlje £ e pont tavolsagat
a stk (0;1) koordinataju pontjatol. Hatdrozzuk meg a & valésziniiségi valtozé eloszlasdnak siiriségfiige-
vényét.

Vélasszunk az egységnégyzetben véletlenszeriien (egyenletes eloszldssal) egy pontot. Jelolje £ e pontnak
a négyzet legkozelebbi csicsatdl vald tavolsagat. Hatarozzuk meg a & valdszinliségi valtozo eloszlasanak
striiségfiiggvényét.

Az A, B és C pontokat valasszuk véletlenszeriien, egyenletes eloszlassal és egymdstdl fiiggetleniil egy
kor keriiletén. Mennyi a valdszintisége annak, hogy az ABC héronszog hegyesszogi?

Egy ropit két, egymastdl fliggetleniil és egyenletes eloszlassal kivalasztott pontban eltoriink.
(a) Mennyi a val6szintisége annak hogy az igy nyert hdrom darabbdl hdromszoget alkothatunk?
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7.13

7.14

7.15

(b) Mennyi a val6szin{isége annak hogy az {gy nyert hdrom darabbdl hegyesszogii hdromszoget alkotha-
tunk? (Ez nehezebb!!!)

(c) Mennyi a valdsziniisége annak hogy az igy nyert hdrom darab mindegyike révidebb mint az a € [1/3,1]
rogzitett szam? (I a ropi hossza)

Harom egyenl$ hosszi ropibdl véletlenszerlien letoriink egy-egy darabot. A torési pontokat egymdstdl
fliggetleniil és egyenletes eloszlassal valasztjuk ki.

(a) Mennyi a val6szintlisége annak hogy az igy nyert hdrom darabbdl hdromszoget alkothatunk?

(b) Mennyi a valdszintisége annak hogy az {gy nyert hdrom darabbdl hegyesszogii hdromszoget alkotha-
tunk?

Harom tirhajé leszall a Marsra, egymastdl fiiggetleniil, egyenletes eloszldssal vélasztott pontokra. Két
trhajé akkor tud kézvetlen radidkapcsolatba 1épni egymadssal, ha a Mars kdzéppontjabdl indulé hely-
zetvektoraik hegyesszbget zarnak be egymdssal. Bizonyitsuk be, hogy annak a valdsziniisége, hogy a

barmely két {irhajé kommunikédlni tud egymédssal (sziikség esetén a harmadik tirhajé kozvetitésével)

24w
47 °

(a) Egy kor keriiletén valasszunk n pontot egyméstdl fiiggetleniil és egyenletes eloszlds szerint. A
keriileten elhelyezkedd pontok egy konvex sokszoget kataroznak meg. Mennyi annak a valdsziniisége,
hogy e sokszog lefedje a kor kozéppontjat?

(b) Egy kor belsejében valasszunk n pontot egyméstdl fliggetlentiil és egyenletes eloszléds szerint. Mennyi
annak a valdsziniisége, hogy a pontok konvex burka lefedje a kor kézéppontjat?



