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10. feladatsor
Egyiittes eloszlasok, valdsziniiségi valtozok fiiggvényei II.

Memo: Két (vagy t6bb) valdszinliségi valtoz6 egylittes eloszlasa, jellemzébi.
Az (X,Y) valészintiségi valtozé pér egyiittes eloszldsfiiggvénye: F : R x R — [0, 1]

F(z,y) =P(X <z,Y <y).

Az egyiittes eloszlasfiiggvény primér tulajdonsigai:
(a) er6s monotonsag: tetszdleges a < b és ¢ < d-re

(b)
(c)

F(b,d) — F(b,c) — F(d,a) + F(a,c) > 0;

F(z,y) mindkét valtozdjaban balrdl folytonos.
limg oo F(z,y) =limy_,_o F(z,y) = 0és lim, y 0o F(z,y) = 1.

Ha F(z,y) el6all F(x,y) = f_zoo ffoo f(s,t)dsdt alakban, akkor az F'(x,y) egylittes eloszlasfiiggvény abszolit
folytonos és stirliségfiiggvénye f(s,t).
A silirliségfiiggvény primér tulajdonsagai:

(a)
(b)
()

mérhetd;
nemnegativ;

ffooo ffooo f(s,t)dsdt = 1.

Marginalis (vagy perem-) eloszldsok:
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10.2
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10.4

10.5

¢ 10.6

Fi@)=P(X <z) = lim Flo,),  Fy) =P <y) = im F.y).

Altalanositsuk a fentieket (kiilonos tekintettel a monotonsdgra és a limeszekre) n > 2 valdszinliségi
valtozé egylittes eloszlisara.

Mutassunk példat olyan kétvaltozés F(x,y) fliggvényre, amely rendelkezik az eloszldsfiiggvények (b)
és (c) tulajdonsdgdval, mindkét véltozdjadban kiilon-kiilon monoton nem-csokkend, de nem (erdsen)
monoton a fenti (a) értelemben. Miért nem lehet egy ilyen fiiggvény egyiittes eloszlasfiiggvény?

Egyiittes eloszlasfiiggvény-e a kovetkezd két fliggvény?

F(z,y) = exp(—e_(wﬂ/)), G(z,y) = exp(—e™® —e™Y).

Legyenek F(z) és G(y) egydimenzids valGsziniiségi eloszlasfiiggvények és a € [—1,1] rogzitett. Bi-
zonyitsuk be, hogy
H(z,y) = F(2)G(y)(1 + a(1 - F(2))(1 - G(y)))

egylittes eloszldsfliggvény, amelynek margindlisai F(z), illetve G(y)-

Legyen (X,Y) az {(z,y) : 2% + y® < 1} egységkorben véletlenszertien (egyenletes eloszlassal) valasztott
pont koordindta-parja. Hatdrozzuk meg a peremeloszlasok siiriségfiiggvényét.

Legyen az X és Y valdszinliségi valtozok egyiittes eloszlasdnak sliriségfiiggvénye:

4
g(x-l-a:y-i-y) ha 0<z<l O<y<l1
h(z,y) =

0 egyébként
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10.15

Hatarozzuk meg a peremeloszlasokat.

Az X és'Y valbszintliségi véltozok egylittes eloszldsdnak stirliségfiggvénye legyen h(z,y) = f(z)f(y)
alaky, ahol f(z) egydimenzids siirliségfiiggvény. Legyen U = max{X,Y} és V = min{X,Y}. Hataroz-
zuk meg U és V egyiittes eloszlasfliggvényét és ennek striségfiiggvényét.

(a) Legyen (X1, Xo,...,Xq) € R? (egyiittesen) normélis eloszldsi valdszintiségi vektorvaltozé. Bi-
zonyitsuk be, hogy ha korreldlatlanok (azaz paronkénti kovariancidjuk nulla), akkor (teljesen) fiiggetle-
nek is. (Azaz: egyiittes Gauss eloszlds + korreldlatlansag = fliggetlenség.)

(b) Legyenek X és Y fliggetlen N(0.1) eloszlsu valészinliségi valtozék. Bizonyitsuk be, hogy az U :=
(X +Y)/V2ésV := (X —Y)/V/2 valbsziniiségi valtozdk is fiiggetlenek és N(0,1) eloszldstak.

Legyenek X, Y és Z fiiggetlen valésziniiségi valtozok. Legyen X, ill. Y eloszlasfiiggvénye F'(x), ill.
G(x), és legyen P(Z = 1) = p =1 - P(Z = 0). Hatdrozzuk meg a kovetkezd valdsziniiségi valtozék
eloszlasfiiggvényeit:

T:=ZX+(1-2)Y, U:=2X+(1-2)max{X,Y}, V:=ZX+(1-Z)min{X,Y}.

Legyenek X, Y és Z fliggetlen, \ paramétert exponencidlis eloszldsu valdszinlségi valtozok.
(a) Hatdrozzuk meg az S :=Y — X és T := Z — Y valdszinliségi valtozék egylittes stirliségfliggvényét.
(b) Hatdrozzuk meg az U := [X] és V := X — [X] valdszintliségi valtozdk egyiittes eloszlasat.

Legyenek X és Y fiiggetlen, CAU(0,1) eloszlasu valdszinliségi valtozok. Bizonyitsuk be, hogy Z :=
(X +Y)/(1-XY) is CAU(0,1) eloszldst.
Utmutatds: Hasznéljuk a tg(a + 8) = (tga + tgB)/(1 — tgatgB) azonossigot.

Egy téglalap oldalainak hossza legyen 1 ill a. A két szemkozti 1 hosszi oldalon egymadstdl fiiggetleniil és
egyenletes eloszldssal kijeloliink egy-egy véletlen pontot. Jelolje X e pontok tavolsagat. Meghatarozandé
X stlirtiségfiiggvénye.

(a) A [0,1] intervallumban egymdstol fiiggetleniil és egyenletes eloszldssal kijeloliink két véletlen pontot.
Meghatarozandé tavolsaguk eloszlas- és striségfiiggvénye.

(b) Egységny{ oldalhosszd négyzet belsejében egymastdl fliggetleniil és egyenletes eloszldssal kijeloliink
két véletlen pontot. Meghatarozandé tavolsaguk eloszlds- és siiriségfiiggvénye.

Meghatarozandé az X 6s Y véletlen vektorok dltal definilt parallelogramma teriiletének varhaté értéke
a kovetkez6 harom esetben:

(a) X = 0-;4, Y = O_B, ahol A és B a sik egységkorének keriiletén egyméstdl fiiggetleniil és egyenletes
eloszlassal kijel6lt véletlen pontok.

(b) X és Y egyméstdl fiiggetlen standard Gauss eloszlast kétdimenzids vektorvaltozd. (Azaz az X1, X,
Y: és Y, flggetlenek és N(0,1) eloszldsiak.)

(c) X := OA,Y := OB, ahol A4 és B a tér egységgbmbjének felszinén egymaéstdl fiiggetleniil és egyenletes
eloszlassal kijelolt véletlen pontok.

Legyen X = (X1, X2, X3) hiromdimenziés véletlen vektor, amelynek komponensei fiiggetlen N(0,1)
eloszlasuak. Definidljuk a kovetkez6 véltozdkat:

o=\ X{+ X3+ X35,  &:=Xifo, i=1,23.

(a) Hatédrozzuk meg g stiriségfiiggvényét.
b) Bizonyitsuk be, hogy ¢ és a £ = (&1, £2,&3) vektorvaltozd egymdstol fliggetlenek, tovabba azt, hogy
a & véletlen vektor egyenletes eloszlasi az egységgdmg felszinén.



