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11. feladatsor

A normalis eloszlds (egy- és t6bbdimenzids)

Memo:
Az egy dimenzids normalis eloszlds, N(m, o), slirliségfiiggvénye

Om,o(T) = \/2;? exp ( —(z — m)2/(202))-

A paraméterek jelentése: m € R a vdrhaté érték, o > 0 a szérdsnégyzet. (Ellendrizzék!) A standard
valasztas: m =0, 0 = 1.
Pmo (@) =0 oot (z —m)),

ahol p(z) := @o.1(z). A (kumulalt) eloszléstiiggvény:

Bola) = [ " o)y = (e —m)/0),

—0Q

ahol ® := ®; a standard normadlis eloszlasfiiggvény. A standard normdlis stirtiségfiiggvény és eloszlasfiigg-
vény szédmszeru értékei a mellékelt tablazatbdl olvashatdak ki.

Az n dimenziés normélis eloszlds: legyen m = (mq,...,m,)? € R* n-dimenziés valés vektor és C =
(Ciﬂj)?jzl n x n méretii négyzetes, valds, szimmetrikus, pozitiv definit métrix. Az n dimenziés nem elfajult
normalis eloszlas strtségfiiggvénye

1 T—1
@m’c(x)=Wexp(—(x—m) C (x—m)/2).

A paraméterek jelentése: m a varhaté érték vektor, C a kovariancia métrix. (Ellenérizzék!) Standard
paraméter valasztds: m =0, C =1

Ym,c(x) = (det C)1/2p(C /2(x — m)),

ahol ¢ := g 1 a standard normélis eloszlés siirtiségfiiggvénye.

Alapigazsagok:
(1) Egytttesen normadlis elozldsi valésziniiségi valtozok akkor és csak akkor fliggetlenek, ha korreldlatlanok.
(2) Tobb valésziniiségi valtozé akkor és csak akkor egyiittesen normdlis eloszldsd, ha tetszbleges linedris
kombindci6éi normdlis eloszldsdak. A linedris kombindcidk (egylittes) eloszldsanak paramétereit (varhatd
érték, szérdsnégyzet, kovariancia) nyilvanvalé médon szdmoljuk.
(3) Egylittesen normalis eloszlasi valészintiségi véltozdk feltételes eloszldsa, tetszdleges linedris kombindci-
6kkal megadott feltételek mellett, szintén normalis. De ezt érdn nem bizonyitottuk . ..

11.1 Legyen X N(0,1) (azaz: standard normélis) eloszldst valészinliségi valtozé. Az aldbbi valdsziniiség-
parok koziil melyik a nagyobb?
(a) pr = P(IX| <0.7), p» = P(IX] >0.7).
(b) g = P(-05< X < —0.1), ¢» = P(L < X < 2).

11.2 Tudva, hogy [*°_exp(—2?/2)dz = v/2m, szdmoljuk ki a kdvetkezd integralt

/ exp(—az® + bz + c)dz
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ahol a valds és pozitiv, b és ¢ pedig tetsz6leges valds (vagy komplex) konstansok.

Szamoljuk ki a norm4lis eloszlds aldbb definidlt “abszolit momentumait”:

Ak = / So(y)|y|kdy7 k= 172737 e

— 00

Utmutatds: Paros k = 2l-re szamoljuk ki és hasznéljuk a kdv. kifejezést:

4 - = -y?/2
N \/2n /_ooe 4

A=1
Piratlan k = 2] + 1-re hajtsuk végre a z = y? véltozdcserét az Aj-t definidlé integralban.

Ellendrizziik a kovetkezd két hatvanysorfejtés érvényességét és mutassuk ki, hogy konvergencia sugaruk
végtelen:

_ |2k 1
—z2/22 1) p2k-1.

(2k
N 1 1 a:3 1 z° 1 x7+
T — —_— — — .
Vor 13 T 205  8-31'7
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Legyen X nulla varhaté értéki és o szdrasd, normadlis eloszlasu valdszinlségi valtozéd. Bizonyitsuk be,
hogy tetszéleges > 0 esetén fenndllnak a kdvetkezo egyenlétlenségek:

1 202y [0 O° 1 20 2\ O
= (@207 (2 _ T P(X = (@ /20%)
on (a: w3> < PX>o) < e p

Utmutatds: Differencialjuk az egyenl&tlenség-lanc mindhdrom tagjat és hasonlitsuk Gssze a derivaltakat.

Legyen X N(m, o) eloszldst val6sziniiségi valtozo.

(a) Hatérozzuk meg az Y := X? valdszintiségi valtozé eloszldsanak stirtiségfiiggvényét, m = 0 esetben.

(b) Hatdrozzuk meg a Z := exp(X) valésziniiségi valtozé siirliségliiggvényét tetszbleges m € R és o > 0
esetén. Szdmoljuk ki E(Z)-t és D?(Z)-t. (Megjegyzés: a (b) esetben az u.n. log-normalis eloszlasrél
van sz6.)

Emberek egy bizonyos csoportjanak az atlagos testsilya m kg, a testsilyok szérésa pedig 3 kg. m = 60
ill. m = 10 esetén hatarozzuk meg annak a valészinliségét, hogy egy véletlenszeriien kivéalasztott ember
testsilya az atlagtdél nem tér el 5 kg-nél tébbel, ha

(a) a teststily normaélis eloszlast;

(b) a testsily log-normaélis eloszlas;

Legyen X valészinliségi valtozé N (0,1) (azaz standard normélis) eloszldsi. Hatdrozzuk meg a kovetkez6
varhaté értékeket és szorasnégyzeteket:

(a) E(X cos(X)), E(X/(1+ X?)), E(sin(X));

(b) E(cos(X)), D?(cos(X)), D?(sin(X)).

Az X ésY valbszintliségi valtozdk fiiggetlenek és azonos N (0, 1) eloszldstak. Definidljuk az U :== X +Y
és V := X — Y val6szinliségi viltozdkat. Filiggetlenek lesznek-e egymastol U és V'?

Legyen X N(0,1) eloszldst valésziniiségi valtozé és YV := sign(l — | X|) - X

(a) Hatdrozzuk meg az Y valGsziniiségi valtozo eloszlasat.

(b) Z := X +Y eloszldsa normaélis-e?

Legyenek X és Y fliggetlen és azonos N(0,1) eloszldsd valésziniiségi valtozdk. Hatdrozzuk meg a
7 = XY/ (1 4 x? 4 ¥?) 732
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valdszinliségi valtoz6 varhat6 értékét és szorasat.

Legyenek X és Y fiiggetlen N(0,1). illetve N(0,2) eloszldsu valészinliségi valtozok és M egy vélet-
lenszertien kivalasztott pont az R? sikon, melynek koordinatai (X;Y). Hatdrozzuk meg a kdvetkezd
események valdszin{iségét:

(a) M € {(a,y) € B : 2 < 1,]y| <2},

(b) M € {(z,y) € R :0< o <2yl <2},

() Me{(r,y) R :0<z<20<y<4},

(d) Me{(z,y) €R :x+y<0,|z| <1,y > -2},

() (z,y) € R? 1 2? + (y°/4) < 1},

( z,y) € R* 1 2% + (y°/4) < ).

=
=
m

—_

—

Egy folyé feletti hid téglalap alakd, melynek koordindtdi Descartes féle koordindta rendszerben eleget
tesznek a kovetkezd feltételeknek: |z| < 10, |y| < 100 (valamilyen hossz-egységekben). Tiizérségi
tdmadds esetén a 16vedék beesésének (X;Y') pontja (ugyanabban a koordindta rendszerben), kétdimen-
7zi6s normélis eloszlast, fiiggetlen komponensekkel és ox = 10, oy = 40 szdrdsokkal. Az (E(X); E(Y))
koordinataji pontot “célpont”-nak nevezziik. Hatarozzuk meg annak a valdsziniiségét, hogy a lovedék
eltaldlja a hidat, ha a célpont:

(a) (0,0), (b) (10,0), (c) (5,20).

Legyen (X;Y) kétdimenzids normalis eloszldsd (0;0) varhaté értékkel és (é 2) kovarianciamatrixszal.

Hatérozzuk meg annak az eseménynek a valdszintiségét, hogy az (X,Y) koordindtdji véletlen pont a
(0;3), (4;0), (1.8;5.4), (5.8; 2.4) csticsu téglalapba esik.

Legyen (X;Y) kétdimenzids normaélis eloszldsi (0;0) varhaté értékkel és ((1) (1)> kovarianciamétrixszal.

Hatdrozzuk meg annak az eseménynek a valészin{iségét, hogy az (X,Y") koordindtdju véletlen pont az
ABC héaromszogbe essék, a kovetkez6 esetekben:

(a) A=(0;0), B=(1;1), C =(20).

(b) A=(0;2), B=(21),C =(22).

(c) A=(20), B=(1;1), C =(1;2).

Utmutatds: Hasznéljunk szimmetridkat!

01
Hatdrozzuk meg az (X;Y) Descartes-koordindtdji pont (R;©) poldrkoordindtdinak egyiittes eloszldsat.

Legyen (X;Y) kétdimenzids normalis eloszldsd (0;0) varhaté értékkel és ( 1 0) kovarianciamatrixszal.

Legyen (X;Y) kétdimenzids normaélis eloszldsd (0;0) varhaté értékkel és (g 2) kovarianciamétrixszal.

Hatdrozzuk meg annak a val6szintiségét, hogy az (X;Y") koordindt4ju véletlen pont beleesik az

(a) {(z,y) € R? : 2 < /12 + 92 < 3} korgyfirtibe;
(b) {(z,y) € R* : 2 < min(|z], |y|) < max(|z],|y|) < 3} tartomanyba;
(b) {(z,y) € R? : 2 < |z| + |y| < 3} tartomdnyba.

Az (X,Y) € R? valdsziniiségi vektorvaltozé eloszldsa nemelfajult két dimenziés normaélis eloszlds 0 =
2

(0,0) varhaté értékkel és (ai,,-) kovariancia matrixszal (0;; € R, 012 = 091, 011 > 0, 022 > 0,
ij=1

01,1022 — 01,2021 > 0). Szédmitsuk ki a kovetkezd valdsziniiségeket:

(a) poo = P(X >0,Y > 0);

(b) por =P(X >0,Y <0);

(c) pro = P(X <0,Y > 0);

(d) pro =P(X <0,Y <0).

Legyenek Xi, Xo,...,X,,... figgetlen és azonos N(0,1) eloszldsd val6szinliségi valtozok. Hatdrozzuk
meg k-nak azt a minimélis értékét, amelyre

P(ma*x(lX1|7 |X2|7 Tt |Xk|) >2)> 1/2'



11.20 Egy ember vonattal és tavolsagi autébusszal utazik a munkahelyére. Menetrend szerint a vonat 7:30-kor
érkezik, a busz pedig 7:37-kor indul. Az 4tszdllas két percet vesz igénybe. Am a vonat valédi érkezési
ideje normalis eloszldsu valésziniségi valtozé melynek varhaté értéke 7:30-kor van és szérasa 4 perc.
Az autébusz valddi indulési ideje a vonat érkezésétdl fiiggetlen, szintén normélis eloszlasd valdszintiségi
véaltozd, melynek varhaté értéke 7:37-kor van, szérasa pedig 3 perc. Mennyi annak a valészin{isége, hogy
emberiink a hét 6t munkanapja koziil legfeljebb egy alkalommal késse le a buszcsatlakozést?



