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1. Bevezetés

A dolgozat célja szamitogépes szimulaciok megbizhatosaganak megfigyelése. Ennek mo-
tivacidjat az adja, hogy a legtobb tudoményteriilet kutatasaindl a gyakran eléforduld
bonyolult folyamatok valés modellje helyett a kutatok kénytelenek numerikus modellre
attérni, és ezek szamitogépes vizsgalatabol vonnak le kdvetkeztetéseket a valodi modellre
vonatkozoan.

Ennek az o6riasi problémakornek egy kicsiny szeletére koncentralunk. A témat olyan
determinisztikus dinamikai rendszerekre vizsgaltuk, melyeknél fellép valamilyen instabil-
itas, vagy tagitas. A vizsgalt rendszerek tobbsége hiperbolikus. Ennek két komoly oka is
van.
tény, hogy a szamolas soran elkeriilhetetlen kis numerikus hiba gyorsan felng, lehetetlenné
téve a rendszer tényleges sorsanak nyomon kovetését. Felvetddik emiatt a kérdés, hogy
a modell szimulaciéjanak mekkora kéze van a valés modell tényleges tulajdonsigaihoz.
Meglepd modon mégis gyakran lehet a szimuldiokbol helyes — vagy legaldbbis hihetd —
kovetkeztetéseket levonni bizonyos, statisztikus jellegti kérdésekre vonatkozdan. Vagyis
annak ellenére, hogy az egyes kezdGallapotokbol inditott randszer sorsat nem ismerhetjiik
meg, esély van arra, hogy a szimulaciéo soran latott ,pszeudo-trajektoria” valamilyen
értelemben ,tipikus” viselkedést mutat.

Természetes tehat, hogy az altalunk vizsgalt determinisztikus rendszerekre néhany
statisztikus tulajdonsédgot szeretnénk a szimulaciobol megismerni. A kézenfekvs elsé
lépés az invarians mérték vizsgalata, mert ennek ismerete elGfeltétel a tovabbi, erésebb
statisztikus tulajdonsagok - mint pl. ergodicitas, keverés, keverési sebesség (korrelaciolec-
sengés) vizsgalatahoz.

Ez szolgiltatja a masik {6 szempontot a modellek megvalasztasdhoz. Olyan rendsz-
ereket igyeksziink nézni, ahol az invaridns mérték stabil a paraméterek kis perturbacioival
szemben, vagyis nem az torténik, hogy az adatok digitalis 4brézoldsabol adodo hiba mar
onmagaban egy teljesen mas viselkedésd rendszert eredményez egy teljesen més invar-
ians mértékkel. Erdekes modon a hiperbolicitas a palyak instabilitiasa mellett éppen a
statisztkus tulajdonsagok stabilitasat eredmeényezi [3, 4].

A dinamikai rendszerek elméletében megszokott, hogy rengeteg invarians mérték van.



Ezek koziil az esetleges abszolut folytonos invarians mértékek a fizikailag érdekesek, igy a
szimulaciok is ezek vizsgalatara koncentralnak. A vizsgalt modellek valasztasanal tigyeltiink
arra, hogy abszolut folytonos invaridans mérték létezzen — bar a modszerek alkalmazhatosaga
szempontjabol ez nem kulcsfontossaga.

A szakirodalomban tobb modszer és javaslat is ismert az invaridns mérték meghatarozasara.
A problémat elgszor Ulam [8] vetette fel, s mar akkor javasolt is modszert az invaridns
mérték meghatarozasara — amennyiben pontosan tudnank szamolni. A kozelmiltban [6]
fogalmazott meg konkrét kérdéseket szakaszonként tagito leképezésekkel kapcsolatban,
egyes specialis esetekre pedig [1] adott valaszt. Ennek a dolgozatnak nem célja ezen
modszerek attekintése. Csupan a gyakorlatban legtébbszor alkalmazott, legkénnyebben
programozhaté eljarasra koncentralunk, amikor egy hosszu trajektoria megfigyelésébdl
vonunk le statisztikus kovetkeztetéseket.
véletlen perturbaciok bevezetése. Ennek a dolgoztanak 6 célja, hogy a [1]-ben javasolt
,mikro-perturbaciok” modszere altal adott eredményeket Gsszevesse a legegyszertibb mod-
szerek (pl. amikor csak kerekités torténik) altal adott eredményekkel, olyan dinamikai

rendszerek esetén, amikre a [1|-ben targyalt szigort eredmények nem terjednek ki.

1.1. Alapfogalmak

A témaban hasznalt modszereink, illetve elért eredményeink megértéséhez fontos latnunk

a kovetkezs alapvetd definiciokat és tételt. Ezek hatteréil [7] szolgalt.

1. Definici6 (o-algebra, mérhetd tér,valdszintiségi mezs). Ha M tetszileges nem-

tires halmaz, akkor M részhalmazainak egy F csalddjdt o-algebranak nevezzik, ha
(i) 0 e F
(ii) YA, ..., Ap,...€e F: U, A, €F

(iii) Ha A € F, akkor A € F

Ap : F — Ry figgvényt mértéknek nevezzik, ha tetszdleges Ay, ..., An,... € F,
ANAm =0 (n # m) esetén u(U,—, An) = D o0 1(An). A p mérték valdszindséyi,



ha (M) = 1. Az (M, F) pdr neve mérhetd tér, az (M,F, ) hdrmasé mértéktér (illetve

valdszindségi mezd, ha p valdszindségi mérték.)

2. Definicié (Dinamikai rendszer, fazistér). Egy dinamikai rendszert eqy M sokasdg,
és eqy sima [t figguény alkotja, amely barmely t € T idépontban a fdzisteret énmagdra
képezi. AT halmaz tébbféleképpen vdlaszthatd, mi a tovabbiakban T alatt az egész szdmok
halmazat fogjuk érteni. A dinamikai rendszer minden egyes lehetséges dllapota M egy

elemének feleltethetd meg, M-et a rendszer fazisterének vagy dllapotterének nevezziik.

3. Definici6 (Endomorfizmus). Legyen (M,F) mérhetd tér, azaz M az alaphalmaz,
dinamikai rendszerink fdzistere, és F M részhalmazainak o-algebrdja. Az (M, F, f) hdr-
mast, ahol f: M — M, endomorfizmusnak nevezziik, ha f mérhetd, azaz YA € F-re

YA e F.

Sok dinamikai rendszernek a matematikai megkdzelités szaméra igen elényds tulajdon-
sdga van: megadhato a fazisterén olyan mérték, melyet a dinamika invaridnsan hagy.

Formalisan ezt a kdvetkez&képp irhatjuk le:

4. Definicié (Invarians mérték). Legyen (M,F) mérhetd tér. A rajta megadott p
mértéket a 3. definicio értelmében vett f endomorfizmus invariansan hagy, ha VA € F-re

u(f~HA)) = u(A). (Az (M, F,u, f) négyest ugyancsak endomorfizmusnak nevezzik. )

Tovabbiakban feltessziik minden M fazistérre, hogy F a részhalmazainak o-algebraja,

és minden sz6bajovs halmazra feltessziik, hogy ennek eleme.

5. Definicié (Invarians halmaz). Adott (M, u, f) endomorfizmus. A C M halmaz in-
varidns (i, f-el), ha p(Ao f~1(A)) =0. (Ahol o a szimmetrikus differencidt jelili.)

Megj.
e Ha A invarians = p(A) = u(f~'(A)), de anélkiil is, mert u invarians.
e Ugyanakkor pu(A) = u(f~'(A)) # A invarians!

6. Definicié (Ergodicitas). Adott (M, p, f) endomorfizmus. Ekkor a p invaridns mérték
ergodikus f-re, ha barmely A invaridns halmaz trividlis. (Vagy mdsképp, ha VA C M -re
ha (Ao f71(A)) =0, akkor u(A) =0 vagy 1.)
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7. Definicié (Sokasagatlag, idGatlag). Adott (M, u, f) endomorfizmus. Legyen h :
M — R és integralhatd p szerint (in. ,megfigyelhetd mennyiség”). Ekkor

o Sokasagdtlag: fM hdp, azaz h val.vdltozé o szerinti vdrhatd értéke (n invaridns

mérték)
o Idddtlag: h = limy .o h+h(f)+h(f]:)+...+h(fk)

1. Tétel (Birkhoff féle ergodtétel). (M, u, ) endomorfizmus. Ha p invaridns mérték
ergodikus, akkor p-m.m. x-re az idddtlag létezik, és idddtlag = sokasdgdtlag.

Megj.

e A dolgozat téméja, célja nem az, hogy bizonyitsuk adott dinamikai rendszerek ab-
szolut folytonos ergodikus invarians meértékének létezését, hiszen ez nehéz és maéig
tisztazatlan kérdés. Ezzel szemben, hogy megmutassuk, szimulaljuk azt akkor, ha
létezik! Ezért a kovetkez6kben minden vizsgalt dinamikai rendszerre feltessziik,
hogy létezik ergodikus invarians mértéke, és annak elgallitisa mar gy adodik, hogy
tényként kezeljiik a fenti tétel eredményét (azaz, hogy idGatlag = sokasagatlag).
KésGbb részletesen latni fogjuk, hogy miként!

1.2. Tesztelt dinamikai rendszerek

8. Definici6 (Intervallumleképezések). Legyen h : [0,1] — R C'-figguény, amelyre
az f(x) .= {h(z)} = h(z)(mod 1) mddon értelmezett f : [0,1] — [0,1] endomorfizmus
végesen invertdlhatd (azaz Yy € [0,1]-re az f(x) = y egyenletnek véges sok megolddsa

van). Az igy bevezetett leképezéseket nevezzik intervallumleképezéseknek.

A dolgozat témaja szempontjabol az teszi ezeket a leképezéseket érdekessé, hogy matemaikai
és szamitogépes tanulmanyozasuk is kénny, hiszen a lehet§ legalacsonyabb dimenzidsak,
ugyanakkor mér ezek is érdekes viselkedést mutatnak sok esetben.

1.2.1. Gauss-leképezés

Legyen a [0, 1) egységintervallumon értelmezett f fiiggvény a kovetkezd:



ahol {z} = = — [z], az & szam tortrésze.

1. Allitas. A Gauss-leképezésnek van sima invaridns mértéke, melynek sdriségfiigguénye

ple) = (1+;)1n2 (1)

1. Bizonyitas. Ha van invaridns mérték, akkor az I := (y,y + dy) intervallum mértéke

egyrészt (1) = p(y)dy, mdsrészt mivel p invaridns mérték, ezért

M(I) = N(fil([) = Z (mk - d$k,$k Zp Ty ]dmk] = Zp Ty, xkdy
k=1 k=1 k=1

ahol x;, = kL :1<kazy= f(x) egyenlet megolddsai, és abbdl pedig kivetkezik, hogy

dxy Innen pedig

:gp(“ Z (k+y) k+1y)2 )

k=1

(k’+ (k+y)? -

Tegytik fel, hogy a keresett stiriségfigguény (1). Ekkor az egyenlet jobb oldala a kivetkezd

lesz:

= 1 1 B 1 i"’: k+y 11 i 1
1n2<1+L>(k+y S In24=(1+k+y)(k+y)? W24~ (k+y+1)(k+y)

k=1 k+y k=1

Azonban a Y egy teleszkopikus sorrd alakithatd dt, s igy

— 1 1 1 1
E;(k+y_k+y+1> T In2(1+vy) = 1)

Azaz a feltételezett (1) kiegyenliti (2) bal oldaldt is!

1.2.2. 2x (mod 1), 10x (mod 1)

A kovetkez§ intervallumleképezéseket szimulaltuk még 1 dimenzioban:

f(x) = {2z}, f(z) = {102} = € [0, 1).

Az invaridns mértéke mindkettének a Lebesgue-mérték. A hozza tartozo sirtiségfiiggvény

pedig
pz)=1x€[0,1).



1.2.3. CAT - Continous Automorphism of the Torus

)G ()

(z,y) € [0,1)%. Invarians mértéke a Lebesgue-mérték.

A vizsgalt rendszerek tulajdonsagai miatt a tovabbiakban, ha méast nem mondunk M

fazistér alatt [0,1)-et vagy [0,1)%-t értjiik.
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1. Abra. Gauss-leképezés
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2. abra. A Gauss-leképezés invarians mértékének striiségfiiggvénye
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3. abra. {2x} illetve {10x}

2. Fazistér - a diszkretizacidé problémaja

A dinamikai rendszerekkel valé foglalkozashoz elengedhetetlen a legtobb esetben szédmitogépes
szimulacié, numerikus szamitds. Azonban barmennyire is megkonnyiti munkénkat a
szamitasok, szimulaciok szamitogépre vald atiiltetése, bizonyos arat kell fizetniink ezért.
Ez pedig az, hogy a mi dinamikai rendszereinkre jellemzé folytonos fazisteret, ahol a di-
namika még invertalhato, kénytelenek vagyunk levaltani egy diszkrét fazistérre, hiszen
természetes, hogy nem lehet folytonos a dinamikai rendszereinkhez megadott [0,1) vagy

0, 1)? fazisterek a numerikus modellben, azonban a diszkrét értelmezési tartoméanyon ezek

a dinamikak mar nem lesznek sziirjektivek.

Els6 kozelitésre talan nem latszik ennek jelent&sége, hiszen bizhatunk a gépi pon-
tossagban, de az altalunk vizsgalt rendszerekre jellemz6 kaotikussag (azaz, hogy valamiféle
tagitas torténik) miatt egy-egy kisebb hiba a dinamika sokszori iteralasa kovetkeztében
jelentGsen megnéhet. Ez azért jelent nagy gondot szamunkra, mert az adott dinamikai
rendszer altalunk keresett invaridns mértékének stirtiségfiiggvényét a szimulaci6é soran a
fazistér egy adott kezd6pontjanak a dinamika iteraciojaval kapott trajektoridjéval fogjuk
elallitani (részletesebben a 3.1-ben). A tagito tulajdonsag miatt pedig ennek a trajek-
toridnak — akarcsak kozelitGen pontos — nyomonkdvetése altaldban reménytelen.

Kiilon figyelmet kell ezért forditani a szimulaci6 sordn hasznalt kerekités modszereire.
Mi az egyszeriiség kedvéért a fazisteret ezenttl N darab egybevigo részre osztjuk. Mar
az f(x) = {2z} fiiggvény esetében is észrevehetjiik, hogy az N egyenls részre felosztott

(diszkretizalt) fazistér két egymast kivets i, és i1 (4,741 < 3) pontjara alkalmazva f-et



f(i) = 191 &8 f(igs1) = ig4o kOzOtE kimarad ]% mértéki folytonos ponthalmaz (ha N részre
osztottuk a [0, 1)-et), de a diszkretizalt fazistérnek is 1 pontja (ig1) ,kiesik” az iteralas
utan attol fiiggden, hogy elGtte merre kerekitettiink.

Szimulacidinkban hasznélt kerekitési modszerekkel ennek a probléménak a kikiiszébolésére

toreksziink.

i2%]+1

i2*| i2*1+2

~ |

4. dbra. A diszkretizacid probléméja

3. Invarians mérték szimulalasa, numerikus modell hisz-
togramja

Az 1.1. végén mar kifejtettiik, hogy a vizsgalt dinamikai rendszerekre méar tgy tekintiink,
hogy feltételezziik az ergodikus invaridns mértékének létezését. Mindezt azért tessziik,
mert igy Birkhoff ergodtétele alapjan kijelenthetjiik, hogy py-m.m. z-re a sokasagatlag =
idGatlag, vagyis

/hdu:limh+h(f)+h(f2)+"'+h(fk) )
M k—00 k

Ez azért fontos, mert (3) bal oldalat megnézve lathato, hogy h := 1, (ahol M’ C M)
valasztasa esetén az idGatlag ismerete mellett megmondhato p(M'), vagy az invarians
mérték striségfiiggvényének M’ feletti integralja. Szamunkra azért jelentGs a tétel, mert
altala olyan szamitassal konvergalhatunk ezekhez a ,teriiletekhez”, ami numerikusan kén-
nyen kezelhets. (Az idGatlagok definicidojaban szerepld iteraciok szamitasara gondolunk

itt.)
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Ml
5. abra. h-val elsallitott teriilet M’ folott

3.1. Az invaridns mérték striségfiiggvénye és a ,tokéletes hisz-

togram”

A diszkretizacié problémaja itt is el6jon, hiszen egy diszkrét értelmezési tartomény felett
esélytelen a folytonos strtségfiiggvényt pontosan elGallitani. Azonban mivel strtiségfiig-
gvényrdl van szo, létezik olyan hisztogram (vagy speciélis lépesds fiiggvény), ami jol
kozeliti ezt a folytonos leképezést. Ha a fejezet bevezetésében 1évs M'-ket ugy valasztjuk,
hogy M el6all azok diszjunkt unidjaként (azaz M = U M'), akkor az ott emlitett teriiletek
(kozelittleges) ismeretében konnyen elGallithato az adott M’ particio feletti konstans fiig-
gvény értéke, és azok ismeretében pedig a stirtiségfiiggvényt kozelits 1épcests fliggvény.

Az egyszertiség kedvéért mi a fazisteret W egyenl6 részre fogjuk a tovdbbiakban felosz-
tani. (Fontos latni, hogy két kiilonbdz6 felosztasrol fogunk a kovetkezSkben beszélni, az
egyik mar targyalt numerikus modellre valo atiiltetésbdl eredd fazistér diszkretizacidja
(N egyenl§ részre osztjuk), a masik pedig az itt emlitett lépesds figgvény elgallitasahoz
hasznalt felosztas (1V).)

A szimulacié leirdsa el6tt definidljunk egy olyan 1épcsés fiiggvényt, mely egyrészt
hisztogram, masrészt a hozzé tartozo felosztds mellett a legpontosabban illeszkedik a

stirtiségfiiggvényre.

9. Definicié (Particid feletti hisztogram). W elemi particid feletti hisztogramnak nevez-

11



ziik azt a nemnegativ, particio elemenként konstans (,lépcsds”) GV fiigguényt, amire tel-
jesil, hogy [ G =1

10. Definicio (Tokéletes hisztogram). Legyen {I;}]Y, egy particidja egy tartomdny-
nak (pl. a fdzistérnek). p a tartomdny feletti sirdségfiggvény. Egy ilyen W elemd particio
feletti HY hisztogramot tékéletes hisztogramnak hivunk, ha Vi-re ffz HY = ffz p-

16

14 =

1.2 =

08

06

04

02

6. abra. Tokéletes hisztogram a Gauss-fv. invarians stirtségfiiggvényére W = 10

A tokéletes hisztogramnak” fontos szerepe van, mert az invarians mértéket szimulalo
hisztogramunk ehhez fog tartani (pontonként) a valos modellben, és ennek tudataban
fogjuk tudni szdmolni azt a hibat, amivel a numerikus modellben kapott hisztogram
eltérhet ahoz, hogy meghizhaténak jelentsiik ki.

Hogy ezt jobban lassuk, vizsgaljuk meg a majdani numerikus szimulaciéhoz hasznalt
eljaras elméleti részét. (Egyszeriiség kedvéért az 1 dimenzios modszerrel foglalkozunk, de

az analog modon atiiltethetd 2 dimenzids esetre is.)
o ElGszor is definidljuk a kovetkezd h; : M — R fliggvényeket:

hl(ZE) = 1[171

1
W)

(=1,...,W)
Kovetkezik ebbdl, hogy >, hy(z) = 1)
e Vegyiik a fazistér egy pontjat (x¢-t) véletlenszertien
e Hattassuk ra a dinamikat k-szor, azaz megkapjuk f(zo),f?(xo),. .., (xo)-ket

12



o Iy(z) fiiggvényekkel képezziik g, x == hi(f(x0)) + i (f* (o)) +. ..+ hi(fF(x)) értéket

Vli-re. g, gyakorlatilag az [. intervallum ,taldlatainak” szdma.

o Az egyenletes particio {[;}]Y, elemeihez gy rendelt g, = g"(;) értékek lesznek a

g” 1épess fiiggvény értékei

o ¢"-t megfeleléen normalva kapjuk G} hisztogramot (G}’ nem a tokéletes-hisztogram

lesz, de elméleti eltérése attol becsiilhetd lesz bizonyos feltevések mellett, Isd. késébb)

2. Allitas (9 1épcs6s fiiggvény normalédsa egyenletes felosztas esetén). A fent vd-
zolt mddszerrel, k iterdcidval kapott [0,1) intervallum {L;}]Y, egyenletes-particidja feletti

gl 1épcsds fiigguény kapesolata a normdlt GY hisztogrammal:

w
Vi:GY (D) = ?91‘?/([1)
2. Bizonyitas. Az egyenletes felosztds [0,1)-en, és a normdlds miatt a kovetkezdk tel-
jestilnek:
I—1 1
Vl . Il = [V’ W) y GZV(I[) = Cg};v([l)

A 9. definicio és a lépcsds fligguények integrdljdra vonatkozo tulajdonsdg miatt a kévetkezdnek

15 teljesiilnie kell

1= /GW = %GW(L)W = if:GW(Il) = ic%gw(m
I=1 ’ 4 =1 ) w =1 ‘

Azonban trividlis, hogy 310, gV (I}) = k. Ezért

1 w
1—Cwl€:>0—?

3. Allitas. A fent vdzolt eljdrdssal az el6zd dllitds szerint normdlva kapott G)Y hisz-
togram p-m.m. x-re pontonként tartani fog az invaridns mérték siriségfigguényének HW

Ltokéletes hisztogramgjahoz”.

3. Bizonyitas. A fejezet bevezetésében tdrgyaltak miatt, és (3) értelmében, tudjuk, hogy

[-m.m. T-re
g1 qim @)+ 4 ()

k—o00 k

- /M hu()dp(z) (4)
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10. Definicio, h(x)-ek definicidja, és M fazistér W egyenletes felosztdsa miatt (4) inte-
grdljdra igaz lesz a kovetkezd

L

/M hu(2)du(z) = / "1 playde = o HY (1) (5)

-1

w
Ahol p(x) a p invaridns mérték siriségfigguénye, HV (1)) pedig a ,tikéletes-hisztogram”

I, intervallumrész feletti értéke. (4) és (5) miatt adddik, hogy
h(f(@) + .+ (=) 1

Vi i = — H"(]

2 ; w
Ebbol -

Vi: lim = h(f(2) 4 ...+ h(fF () = HY (1)
Tovdbbd
Wy w
Vi: lim — g/, = H" (1))
k—oo k 70

Azaz ¥ -val vald normdlds esetén amennyiben k — oo, akkor G}Y — H".

0 01 02 03 04 0s 06 07 08 09 1

7. dbra. A szimulacioval elGallitott hisztogram a Gauss rendszer strtiségfiiggvényére.

Pontozottan a tokéletes hisztogram, hattérben sziirkével a s.fv. (W = 10, k = 2000)
Megjegyzések

e A szimulacio eljardsaban az zy kezdépontot azért valasztjuk véletlenszeriien, mert
Birkhoff tétele ,csak” p-m.m. lesz igaz, azaz arra toreksziink, hogy egy szabadon

valasztott kezdGpont p-tipikus legyen.
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e Az eddig leirtakban a kdvetkezs, tovabbra is gyakran el6fordulé paraméterekkel

ismerkedtiink meg:

— N - a fazisteret a szimulacidinkban (és az ehhez irt C' nyelvi programban is)
ennyi részre osztjuk fel a diszkretizacio jelolése képpen. A szamitogépeken ez

altaldban ~ 232 vagy 204,

— W - a fazisteret a szimulacidinkban ennyi részre osztjuk fel, hogy j6 hisz-
togramot kapjunk (ami gyakorlatilag jellemzi a hozza tartozo siirtségfiiggvényt).
Altalaban TW-t 100 — 10000 kozott valasztjak a megfelels pontossag miatt, mi
a szemléletesség miatt inkdbb 25 — 1000-nek.

— k - az iteraciok szama, ennek emelésével pontosabb ,tokéletes hisztogramot”

kaphatunk, de a gépidé szab ennek korlatot, igy k altalaban < 108.

e A leirt szimulécios eljaras, ha ,hétkoznapibb” szemiiveggel olvassuk, igazabol egy
k elemii mintabol képezett G} tapasztalati siiriiségfiiggvény elsallitasarol szol, ami
persze a mintaelemszam névelésével egyre jobban kell, hogy tartson pontonként ahoz
a valodi siirtiségfiiggvényhez, amib6l a mintak hattéreloszldsa szarmazik. E szem-
léletmod miatt kisérleteinkben szemel6tt tartottuk, hogy az iteracidszam nagysé-

grendileg nagyobb legyen a hisztogram felosztasanal, azaz, hogy k > W.
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3.2. Elméleti hibak nagysagai

A 3.1. végén megjegyeztiik, hogy az altalunk hasznélt szimulaci6 tulajdonképpen ,statisztikus-
szemiivegen” keresztiil is nézhets. Ennek azért van jelent&sége, mert Birkhoff tételében
latott hatarértéket gépidd hianyaban csak nagy k-ra szimulaljuk, ugyanakkor ahhoz, hogy
ellendrizhets legyen a szimulacio atiiltetése a numerikus modellre, tudnunk kell, hogy az
elméletileg létezd stiriiségfiiggvényhez tartozo W felosztasa H"W  tokéletes hisztogramtol”
mennyire szabad eltérnie az altalunk k iterdcioval kapott, normélt G} hisztogramnak.

Ezt a hibat a kovetkezGképp eredeztetjiik. Mivel zy kezdGpontot véletlenszeriien
generdljuk, ezért f(xo), f2(zo), ..., f¥(x)-k szintén val.valtozok lesznek, s bar nem
fliggetlenek, most ettél eltekintiink. Ekkor legyenek ezek rendre &, &, ..., & fliggetlen,
azonos eloszlasu val.valtozok p : [0,1) — R stirtiségfiiggvénnyel (ez persze f dinamika in-
varians stirfiségfiiggvénye). Legyen {I;}}Y, a mar latott [0,1) TV egyenletes részre torténd
felosztasa, és n; := {hany darab &; keriil I;-be} val.valtozo. Ekkor n; értékekel [0, 1) felett
egy lépcsts fiiggvényt kapunk. Természetesen ez nem hisztogram, azonban normalésa
3.1. 2. &llitasa alapjan torténik. Az igy kapott N; := % n; val.valtozot fogjuk hasznélni
a kovetkez6 meggondolasok miatt:

!

=P €)= /Vlv p(z)dx

w

Azaz p; annak valoszintisége, hogy valamely &; val. valtozo Ij-be esik. Ekkor

. k ; o
P(ﬂzz])z( .)p?(l—pz)’“ "j=0,...,k

J

Azaz n; ~ Bin(k, p) binomiélis eloszlast, s emiatt a kovetkezd tulajdonsagait tudjuk:
e Szorasnégyzete: D*n; = kp(1 — py)
e Varhato értéke: En; = kpy

Tehat mindez N;-re vonatkozoban:
o D?N, = VZ—;Din = Wszl(l — )

o EN, = kp=Wp,
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4. Allitas.

Ahol HYY a ,tékéletes hisztogram” I, particid feletti értéke.
4. Bizonyitas. N; felsorolt tulajdonsdgai és p; definicidjdbol tudjuk, hogy

EN =Wp =W | p(x)dz

I

A tikéletes hisztogram” definicidjdabol pedig kivetkezik mdr hogy EN, = H}V .

Ezutan N; hibajat H)V-t6l az L? tavolsidggal fogjuk becsiilni. Béar kézenfekvé lenne
relativ hibat nézni (y*-proba jelleggel), de a mi eseteinkben a kettd koriilbeliil ugyanolyan
eredményt ad, mert p strfiségfiiggvény kozel konstans. Ezen feliil L? valasztdsa mellett
sz0l egy kés6bb lathatd el6nyos tulajdonsiga is, ami miatt ezt a becslést lesz konnyt
elméleti iton szamolni.

gy a hiba a kovetkezs val.valtozo lesz:

D= |IN; — HY |2 = [|N, — EN| 2. = S_ || (N — EN)?
l

Ezutan vegyiik ennek ED varhato értékét. Ezt a kovetkezGképp szamoljuk:

ED = E(Zm | (N, — EN) > ZE |7i|(N, — EN)?)

Mivel a W egyenletes részre valo felosztas szerint |I;| = % ezért
ED = ZE (N, —EN,)?) = Zﬂ)?Nl (6)
(6) bal oldalan lévé DN, = W= py(1 — p;) miatt:
W2
ED WZ n(l—p) = szl—]?z

Amennyiben pedig a hisztogram W felosztasa elég nagy (marpedig ahhoz, hogy a

stirtiségfiiggvényt jol szimulaljuk W > 25 vagy még tobbre érdemes valasztanunk), akkor
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p; definiciojabol kovetkezéen (1 — p;) ~ 1. Es ha az egész M fazistér (most [0,1)) felett

nézziik a hibat, akkor az elméleti varhaté hibara

W
= kzpzl—pz N%Zl

Azonban )V py = [,, p = 1 miatt

W
ED ~ —
k

A 2. tablazat mutatja ennek lehetséges értékeit kiilonb6zé paraméterek mellett. 2 dimen-
zioban, ha analég modon [0,1)? W2 részre van felosztva akkor persze:
. W2
EDZdlm ~
k
A 3. tablazat mutatja ennek értékeit a paraméterektdl fiiggGen.

EDm_re pontos értéket mondhatunk, ha p(z) =1 a Sl’irﬁségfﬁggvény, azaz példaul a

{22} vagy a {102} dinamikai rendszer esetén. Ekkor VI : p; = 5 miatt:
W

w 1 1 14 1 1

P w (w) = ()
Innen

W -1
ED =
k

Ennek kiilon értékeit nem szamoltuk ki, hiszen az el6bb latott altalanos esettél min-
imalisan tér el ha k> W (ezt pedig feltételezziik).
Megjegyzések

e Ez a becslés a fiiggetlenség feltevése melletti optimalis esetet mutatja, vagyis azt,

aminél jobbra nincs remény akarmilyen iigyes szimulaciot is hasznaljunk.

e Fontos latni, hogy a becslésiink nem D-re, hanem ED-re vonatkozik, azonban ha W
nagy, ahogy azt méar feltettiik, akkor a nagy szamok térvénye szellemében igaz lesz,
hogy D ~ ED.
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Eredményeink kimutatasanak szempontjabol a tovabbiakban még sziikségiink lesz arra
a hibara, amikor a Gauss-leképezést szimulalo hisztogram [0, 1) els§ ezred feletti értéket
hasonlitjuk a ,tokéletes hisztogram” elsé ezred feletti értékével. Ezt a kdvetkezs szamolés-

sal kaphatjuk:

10002
(p_r —p*1 )

1
1000 7000

G
EDS"s =

1000 k
Figyeljiik meg, hogy itt elhagytuk az eddig hasznalt |[;|-es szorzot (de ezt a hibat a
szimulacioban is igy fogjuk szamolni). A Gauss-leképezés invarians striségfiiggvénye

miatt pedig
1000 1
1 = / —————dx = 0.001441974
o 2

1000 l+2)ln
Innen )
1
EDYss — (0.001439895 000
1000
Az altalunk valasztott & = 5000000 érték mellett ez:
ED%uss — (.000287979 (7)

1000

Hasonlo6 szamitassal élve k = 5000-et valasztva kiszamoltuk még ugyanezt W = 25 esetben
is:
EDSG™s = 0.006672729 (8)
25
Nagyon fontos, hogy ezeknél a becsléseknél W csak 1, ezért nem varhatjuk, hogy D ~ ED.

Ezért ezek bemutatasara tobb szimulacié atlagat fogjuk venni.
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4. Numerikus modellek kerekitésének modszerei

Miel6tt tovabbhaladnank, foglaljuk Ossze az eddig targyalt témakat. A 2. fejezetben fel-
hivtuk a figyelmet arra, hogy ha dinamikai rendszereket akarunk vizsgalni szamitogépen,
azaz egy numerikus modellre iiltetjiik a4t a valés modellt, akkor a folytonos fazistér dis-
zkrétre cserélése miatt bizonyos szamitasok esetén a numerikus hiba megnéhet, meg-
bizhatatlanna téve az igy kapott eredményeket. Bemutattuk, hogy a dinamika tébbszori
iteraciojakor a diszkrét fazistér milyen pontjait ,veszthetjiik el”.

Ezutdn a 3.1-ben bemutattuk, hogy ha feltételezziik egy dinamikai rendszerben az
abszolit folytonos ergodikus invarians mérték létezését, akkor létezik jol programozhato
modszer a strtiségfiiggvényének szimulalasara. Azonban a 2. fejezetben emlitett sokszori
iteracio esetén fellépd probléma el§jon ennél a modszernél, ami egy folytonos fazistéren jol
miikédne. 3.2-ben az ilyen szimulacidkban, még folytonos fazistéren is elkeriilhetetlen hi-
bakat becsiiltiik. Azonban diszkretizalt dinamika viselkedése érzékenyen fiigg N megvalasztasatol.
Szerencsésen valasztott N-re jol kozeliti a folytonos dinamika viselkedését, de az N-et kic-
sit megvaltoztatva mar egészen mas viselkedést is mutathat |2, 5.

A kovetkezGkben a lehetséges kerekitési modszerekkel kapott invarians stirtiségfiig-
gvény szimulaciok eredményeit az elméleti hibakkal fogjuk Osszevetni, és ezek alapjan
fogjuk levonni a dolgozat targyat képz6 eredményeket.

Megjegyzés

e Természetesen azon dinamikai rendszereknél, ahol ismerjiik az invarians stirtiségfiig-
gvényt, ott a hozzd tartozd ,tokéletes hisztogram” el$éallitdsdhoz nem lenne sziik-
ségiink a fazistér diszkretizacidjara. Azonban ezek az elméleti eredmények csak azt
szolgaljak, hogy a dolgozat valodi téméajahoz, azaz a numerikus kerekitési modszerek

vizsgalatdhoz az elméleti hibakat ismerjiik.

e A tovabbiakban minden kerekitési modszert a tobbszori iteraciok esetében vizs-

galunk.

e Ehhez a kovetkez6 alapvetést fogjuk hasznalni: ig = 0,4, 40,...,ixy = 1-ek lesznek
a [0,1] intervallum N részre valo felbontasabol ereds osztopontok (iy-et félretéve

0,1)-¢), és i, = &, t € {0,1,..., N} lesz a véletlenszert kezd§ osztopont.
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4.1. Szokasos kerekitési modszer

Ez a kerekitési modszer a legalapvetébbnek tekinthets. Ugy miikodik, hogy példaul a
kezd§ i, pontra alkalmazva a dinamikat f(i;)-t kapjuk, ami nem feltétleniil egy osztopont.
Ekkor tegyiik fel, hogy f(i;) az i; és 4,1 osztopontok kozé esik, azaz % < f(iy) < ”Tl
Szokasos kerekités esetén a szimulalo program azt teszi, hogy f(i;)-nek azt az osztopon-
tot valasztja, ami a legkozelebb esik hozza. Egy iteracié alatt ebbdél nagy N valasztas es-
etén nem szarmazik probléma, azonban figyeljiik meg, mi torténik a kdvetkezs iteracional.
f(i¢) =4, vagy = 4,41 attol fliggben, hogy melyik esik kozelebb f(i;) valos értékéhez.
Ezutan viszont a diszkrét felosztas miatt az el6z6 kerekitéstol fiiggGen f(4;) = i, (mar
kerekitett) osztopont lenne, vagy f(ij+1) = i, (szintén mar kerekitett) osztopont. i,
és 1, kozotti osztopontok pedig ,kiesnek” mert nem folytonos fazistéren vagyunk. Az f
dinamikatol fiigg azonban ezen osztoépontok szama. Nézziik meg a vizsgalt rendszerekben
mennyi ezek szama, illetve néhany, a szokasos kerekitéshez fiiz6d6 egyéb problémat, és

végiil az altalunk kapott eredményeket.

4.1.1. {2z}, {10z}

e Lrdekes modon még akkor is adodhat a kerekitésbol probléma, ha nines is kerekitési
hiba. Ez1ép el ezeknél a leképezéseknél, tgyanis ezeknél csak akkor 1ép fel kerekitési
pontatlansag amikor a kezdSpontot kerekitjiik az egyik osztoépontra, utana pontosan
tudjuk kévetni a (%) pont trajektoridjat, de sajnos ez a felkerekitett osztopont nem
lesz p-tipikus, a hozza tartozo trajektoriaval pedig emiatt nem fogjuk tudni elGal-
litani a sirtségfiiggvényt. Tulajdonképpen azt mondhatjuk, hogy az els6 kerekités

miatt minden lépésben legfeljebb 1 osztopont fog kiesni a lehetséges pontok koziil.
e Ugyanez {10z}-nél analég modon 9 darab kimaradé osztopontot eredményez.

o {22} esetén raadasul egy gépi szamolasi hiba is felmeriil. Mégpedig ha N-et gy
valasztjuk, hogy N = 2%, 2 € Z,. Ekkor ugyanis tetszbleges kezd6pontbdl indulva
legfeljebb z lépésben beragadunk a 0-ba.
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4.1.2.

4.1.3.

4.1.4.

Gauss-leképezés

Ebben az esetben is el6fordul az el6bb emlitett (derivaltakra visszavezethetd) prob-
léma, s6t itt mar nem csak a kezdGpontot kell kerekiteni, hanem minden lépésben,
rdadasul itt nem mindenhol ugyanannyi a kies6 pontok szama, hiszen példaul az
[%, 1) be es6 pontokra legfeljebb 1 pont esik ki, addig a 0 kozelében a kies6 pontok

szama N kozeli is lehet!

Még a szokasos kerekitésnél maradva az megfigyelhetd, hogy azt alkalmazva a Gauss-
leképezést szimulald programunknal az iteraciok soran kapott értékek beragadnak
kis periodust periodikus palyakra. A Gauss-leképezés esetében ez visszavezethetd
aritmetikai megfontolasokra, ugyanis ha N olyan szdm melynek sok osztéja van,
akkor azon osztoira a {1} leképezéssel {%}—t kapjuk, ahol j osztja N-t, és % €eZ
miatt a tortrésze 0 lesz. Azonban azt %—re kerekitjiik a szokasos kerekitéssel, hiszen
0-t nem engedhetjiik meg zérdosztas elkeriilése miatt. %—re pedig minden iteracid

utan az el6bb leirt kerekités miatt onmagat fogjuk kapni.

CAT - leképezés

A CAT hasonl6 lesz a {2x}-hez, csak 2 dimenzidéban. Itt is az fog fennélni, hogy
csak a kezdGpont kell kerekiteni osztépontra, mert az utana kapott értékek, mar a

racsra fognak esni, nem kozé.

2 dimenzids esetben ezért azt figyeljiik meg, hogy a leképezés hova viszi példaul az
0sztOracs 40,0, 41,0, %0,1, 21,1 altal meghatarozott ,egységnégyzetet”. A dinamika utén
ezek a pontok rendre az igg,%21,%,1,%32 lesznek. A 8. Aabran ldthatdan, ezzel a
leképezéssel olyan paralelogrammaét kapunk (és mas kezdGpontokra is), amiben nem
fordul el6 a kerekités miatt kiesG racspont, ezért sejthetjiik, hogy a CAT esetében

jo eredményt fogunk kapni a szokasos kerekités esetében is.

Eredmények szokasos kerekitéssel

4. tablazat {2z} rendszer eredményeit mutatja. Vessiik Ossze a 2. tablazatbeli 1

dimenzios elméleti eredményekkel. Jol lathato, hogy a 4.1.1-ben targyalt osztdopont
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8. abra. CAT leképezéssel kapott pontjai az osztépontok egységnégyzetének

kiesés akkor jelent probléméat, ha a hisztogramhoz képest a fazistér felosztasa nem
elég nagy. Az is lathato, hogy a mar emlitett 2*-s felosztasa a fazistérnek valoban

milyen nagy problémahoz vezet.

5. tablazat {10z} rendszer eredményeit mutatja. {2z}-hez hasonlo eredményekrdl
beszélhetiink itt is, de itt mar nagyon jol latszik hogy az a 9 darab kies6 osztdpont
miatt a hib4dja mar erésen meglatszik a szokvanyos kerekitésnek. Itt is megfigyelhetd,

hogy N néovelésével csokken a hibal

6. tablazat a Gauss-leképezéssel nyert eredményeket mutatja. A tablazat vizszintes
vonala f6lott olyan szimulaciok eredményei allnak, ahol N olyan szdm, aminek tobb
osztoja is akad, mig a vonal alatt az N-ek mind primek. Ezt a valasztast 4.1.2-ben

irtak miatt tettiik, és az ott kozolteket jol is mutatjak az eredmények.

Az iteralt pont az esetek tobbségében rovid idén beliil ,beakad” az els6 osztopontba,
ha N-nek t6bb osztéja is van. Ugyanakkor hidba valasztjuk N-et primnek (vonal
alatti eredmények), hogy ezéltal egy osztoja se legyen, a mar emlitett ,betegsége”
a szokasos kerekitésnek itt is megmutatkozik. Ez az itt is ,kiesd¢”, de nem min-
denhol ugyanannyi szamu osztopontok miatt van. Ezért lesz a hiba itt is nagyobb
az elméletinél. Az viszont itt is igaz, hogy N novelésével (de ugyantigy primnek

valasztva), a hiba csokkenthetd!
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e 7. tablazat a CAT rendszer eredményeit mutatja. Az olvasé szempontjabol fontos
tudatni, hogy itt, mivel 2 dimenziéban vagyunk N és IV felosztas mind a két dimenz-
iotengely [0, 1) intervalluméra vonatkozik, vagyis N? fazistér osztopontrol beszéliink,

és a hisztogram ebben az esetben W? egyenld teriilet feletti lépcsds fiiggvény.

Ezek tudatdban, ha Osszevetjik 3. tablazatbeli varhato elméleti hibakkal az al-
talunk kapottakat, akkor latszik, hogy bizony eléfeltevésiinkel szemben a szokasos
kerekités itt is cs6dot mond, még a hisztogram felbontasahoz képest meglehetGsen
nagy fazistér felosztas ellenére is. Azonban kell6en nagy N-re, javulnak az ered-

mények, s6t ilyenkor kozel pontosnak mondhatjuk Gket.

4.2. Randomizilas és ,,0kos” randomizalas

A randomizalas Gtlete nem egyedi ([1]). Ennek 6tlete azért meriil fel, hogy a 4.1-ben
leirtak miatt a szokasos kerekitésnél felleps ,informéacio veszteséget” (a kies§ pontok) a
,mikro-perturbaciok” modszerével visszakapjuk.

Ugy miikodik, hogy ha tudjuk, hogy r szamu pont kiesik a szokésos kerekités miatt,
akkor ebben az esetben elvégezziik a szokasos kerekitést, majd ehelyett az ¢; osztopont
helyett a randomizalo kerekités az i; r sugara kornyezetébdl valaszt véletlenszertien, igy
keriilnek vissza a kies¢ pontok a lehetségek értékek kozé.

Az, hogy a random 7r-t hogy valasztjuk rajtunk maulik, de szem el6tt kell tartanunk,
hogy r bevezetésével az eddig determinisztikus rendszerbél sztochasztikusat csinalunk,
ami megvaltoztatja az invaridns mértéket. Szerencsére azonban az 1j (sztochasztikus)
rendszer invarians mértéke kozel lesz az eredetihez, ha a randomizélas kicsi (ezt a tulajdon-
sagot nevezziik a dinamikai rendszer ,sztochasztikus stabilitasanak” |3, 4]). Mivel koriil-
beliil  hossz intervallumon keverjiik dssze a pontokat, az invarians mérték torzulasahoz
torekedniink kell ezt a & hanyadost kicsire valasztani.

Néalunk a randomizalés Gtlete elGszor a Gauss-leképezés esetén meriilt fel, amikor 1at-
tuk, hogy N nem prim valasztasakor az iterald6 pont beragad. Ekkor meriilt fel, hogy
randomizaljuk a kerekitést, de egyelére csak arra torekedtiink, hogy ebbdl a beragadés-
bol a kerekités lehetséges értékeit a mikro-perturbacioval novelve ,kirantsuk” az iteralt
osztopontot.

Igy példaul a Gauss-leképezés invarians siriségfiiggvényét egész pontosan megkaptuk
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mar r = 2 valasztasa esetén is. Ezt neveztiik el ,buta” randomizéildsnak, amikor min-
den lépésben ugyanakkora r-et hasznélunk a randomizaldshoz. Természetesen egy ilyen
onkényes r valasztas nem feltétleniil kell, hogy pontos eredményt adjon, pont a mar em-
litett felmeriilg valtozo szamu kiesé pontok miatt. A Gauss-leképezés esetében viszont
csak a fazistér elsG kis részén meriil fel az a probléma, hogy kevés pontot ad vissza a
randomizalas. Az is érthetd, hogy az 6nkényes r = 3 valasztas példaul {10x}-nél, ahol 9
pont esik ki a fazistér minden osztopontjanal, nem adhat j6 eredményt.

Ezen megfontolasokbol kezdtiik el vizsgalni az ,okos” randomizalast, ami gyakor-
latilag ugyanaz, amit mar t6bbszor kifejtettiik, hogy r-et minden kerekitésnél akkorara
valasztjuk, ahany pont kieshet a szokasos kerekitésnél. (Azaz az iteracié minden lépésében
elvégezziik a dinamikat az adott i, pontra és az aktudlis 4,1 szomszédjara is, és az f(i;)
randomizalt kerekitésénél az aktudlis lépésben hasznalt random szam r = | f(4;) — f(i151)|
lesz.)

Nézziik meg, és vessiik Ossze 2. és 3. tablazat értékeivel, hogy mekkora hibdkat

kaptunk a randomizalo kerekitést hasznalva!

4.2.1. Eredmények ,buta” és ,,0kos” randomizalasokra

e 8. tablazat {2z} rendszer eredményeit mutatja ,buta” r = 1 randomizalaskor. Jol
lathato, hogy a randomizalas mennyire el6nyos volt a diszkrét fazistérnek. Szinte
minden, a szokasos kerekités esetén el6forduld problémara megoldast jelentett: nem

kellett N-et nagyra valasztani és N = 27 esetén is j6 eredményeket kaptunk.

e 9. tablazat {10z} rendszer eredményeit hasonlitja nagy r és kicsi r ,buta” random-
izalas esetén. Vessiik Ossze 2. tablazat értékeivel. Lesziirhetd, hogy az ,okosnak”
mondhat6 r = 9 (mert minden pontra igaz, hogy 9 esik ki) randomizélas jobb
eredményt ad egy kisebb r-el szemben, st alapvet&en a paraméterektdl fiiggetleniil

megfeleld hibakat ad.

e 10. tablazat a Gauss-leképezés eredményeit mutatja ,,0kos” és ,buta” randomizalod
kerekitést hasznalva. A szamok jol jelzik, hogy hogyan né a pontossag a random-
izalas r értékét novelve. Az is latszik, hogy N nivelésével, mar elég r-et butén”

példaul 6-nak valasztani, hiszen nagyjabol igy is pontos eredményt kapunk. Az
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pedig nagy elényt jelent, ha egy randomizil6 kerekitésnél r-et betudjuk tgy alli-
tani, hogy konstans legyen és a hibak sem nének meg emiatt. Azonban, hogy miért,

azt a kovetkezo fejezetben fogjuk taglalni.

e Végiil 11. tablazat a CAT dinamikai rendszerre kapott eredményeinket mutatja r, =
1,7, = 0 randomizalas esetén. Osszevetve 7. tébldzattal (a szokdsos kerekitéssel)
azt a kovetkeztetést vonhatjuk le, hogy a randomizalds megintcsak azt az elényt
adja a keziinkbe, hogy kisebb N-re is jonak tekinthets lesz a szimulacié a diszkrét

fazistéren.

e Felmeriilhet még a kérdés is, hogy mikor éri meg szamunkra az ,,0kos” randomizélasra
szant plusz programozasi id6? A Gauss-leképezés kapcsan vizsgaltuk meg ezt a
kérdést, gy, hogy megnéztiik a szimulacioval kapott hisztogramok mennyire térnek
el a ,tokéletes hisztogramtol” a {[;}}Y, hisztogram particiok els6 I intervalluma
folott.

Ennek az eltérésnek elméleti lehetséges nagysagat 3.2-ben (7) és (8) egyenletekkel
kaptuk meg. Méar ott is felhivtuk a figyelmet, hogy egy-egy szimulacio soréan kapott

hiba nem tudna tiikrézni a szimulaci6 helyességét, ezért itt ugyanazokkal a paraméterekkel
tobb esetben kapott hibdk &atlagat vettiik, mert ez statisztikailag jol kozeliti az
elméleti titon becsiilt varhato értéket. (A szemléletesség miatt pedig az egész mintat
kozoljiik.)

Vessiik Gssze ezeket az eredményeket a 12., 13., 14 és 15 tablazatokban. Ezek alapjan

azt a kovetkeztetést vonhatjuk le, hogy nagy pontossagot igényls vizsgalatoknal (itt
azért, mert a derivaltak ezeken a kis intervallumokon nagyok lehetnek) megéri az

,0kos” randomizalast hasznalni.

A kerekitési modszerek targyalasanak végén, az eredményeket lesziirve azt mondhatjuk,
hogy bar N névelése sokat segit a kerekitések pontossagaban, tobb olyan rendszer is van,

ahol a nagyobb pontossig miatt jot tesz, ha bevezetjik a randomizalo kerekitést.
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5. FErgodicitas megtartasa

Birkhoff tételébdl tudjuk, hogy ha a dinamikai rendszeriinkben a keresett invarians mérték
ergodikus, akkor a sokasagatlag = idGatlag, és az iteracié soran kapott minta kirajzolja
az invarians mértéket tipikus (vagyis majdnem minden) kezd&pontra. Ha pontosan egy
abszolut folytonos invarians mérték van (ami persze ergodikus), akkor a randomizalasos
modszerek biztositjak, hogy a latott trajektoria tipikus.

Az altalunk eddig tesztelt dinamikai rendszerekben elméleti alapon tudtuk, hogy a
rajtuk létezik pontosan egy abszolut folytonos invarians mérték.

Azonban ha tobb abszolut folytonos invaridns mérték is van, akkor a fazistér felbom-
lik ergodikus komponensekre. Ezek lehetnek véges (vagy megszamlalhato) sokan, mely
esetben ezek a komponensek tovibbra is abszolut folytonons, immar ergodikus mértékek
tartojaul szolgalnak. Szerencsétlenebb esetben a fazistér (Lebesgue szerint) mullmértékii
ergodikus komponensekre esik szét, mely esetben az ergodikus invarians mértékek kozott
mar nem leszenek abszolut folytonosak.

Mindkét esetben igaz, hogy az x fazispont trajektoridja csak azt az egy ergodikus
invarians mértéket rajzolja ki, amelyik az x-et ,Jatja”, vagyis amelyik szerint  tipikus. Ez
nem is baj, hiszen oriilhetiink, ha a szimulaci6 valaszt ad arra a kérdésre, hogy vannak-
e ergodikus komponensek, illetve mik ezek — hiszen sokszor nincs errdl elére elméleti
ismeretiink.

Ezért fontos tudnunk, hogy a vizsgalt kerekitési modszerek megérzik-e a rendszerek
ergodikus, de még inkdbb a nem-ergodikus voltat. Maés széval, a véletlen perturbaciok
bevezetése nem eredményezi-e azt, hogy egy nem ergodikus rendszer ,ergodikusnak l4t-
szik”, a szimuldlt trajektoria elhagyja a kezd&pont ergodikus komponensét, és ,attéved”
egy masikba.

Mivel ezt az eddigi rendszereken lattuk, hogy nem is fordulhat el6 masképp, késziteniink
kell egy olyan rendszert ami nem ergodikus, és tudjuk rajta, hogy hany darab, illetve mi-
lyen komponenest adhat meg a szimulacio soran, ha a kerekitési modszeriink jo (ami ebben

az esetben azt jelenti, hogy megtartja az ergodikussagot).

Ugy csinaltunk ilyen dinamikai rendszert, hogy vettiink egy mar eddig megismert egy

komponenst rendszert, és a fazistér megduplazasaval két egymés mellett allo ergodikus
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rendszert kaptunk. Errdl tudjuk, hogy a fazistér [0, 2) és a valos modelljében a fazistér két
kiilonallo ergodikus részbdl all 6ssze, azaz a Birkhoff tételbdl szarmazo szimulacionk soran
elméleti iton (azaz még nem a numerikus modellben) csak olyan hisztogramot kaphatunk,
ami vagy csak [0, 1) vagy csak [1,2) felett vesz fel 0-t6l eltérg értéket, attol fiiggéen, hogy
az xo kezdGpontot a fazistér mely részébdl kaptuk /valasztottuk.

Persze mindez nem feltétleniil lesz igaz a numerikus modellben, ahol a diszkretiza-
ci6 miatt megtorténhet, hogy az ¢, kezdG-osztopont valamelyik iteracidja soran a fazistér
egyik felébdl attéved a méasik felébe, és persze ilyenkor i, palyaja mar a fazistérnek nem
csak az egyik felében noveli a hisztogram értékeit. Ebben a fejezetben azt fogjuk vizsgélni,
hogy a mér megismert kerekitési modszerek mennyire megbizhatéak abban az értelemben,
hogy mely esetekben veszitik el a feltételezett ergodikussagot. Illetve azt is megemlitjiik,

hogy hogyan tudunk ezen javitani.

A tovabbiakban itt csak a randomizald kerekités ilyenszerd hibaival fogunk foglalkozni,
mert a szokdsos kerekitési modszer esetében konnyen belathato, hogy nem torténik kev-
eredés. A randomizélasnal azonban, ha példaul r = 2 a randomizalas szama, akkor
tudjuk, hogy egy-egy osztoponttol a randomizalas utan kapott osztopont {—2,—1,0,1, 2}

tavolsagra lehet.

11 2 1 1
6 6 67 67 6
johetnek ki. Ezutan, ha a [0,2) fazistér 2N pontra van felosztva, a fazistér egyik felébol

A mi szimulaciés programunkban ezen értékek rendre valoszintiséggel
a masikba csak az adott fazistér két, a hatarhoz kozeli osztépontjabol juthatunk. Tegyiik
fel, hogy i; kezdG-osztopont iterdcidjanak tetszdleges lépésében a fazistér adott felének

barmely pontjat % valoszintiséggel kapjuk meg. Ekkor

12
P(attévediink) = N6 +

1

11
N6 2N
Ekkor szita formulaval kapjuk annak a valosziniiségét, hogy a k iteracié soran > 1 pont
attéved. Igy
1
P2<k—.
PN =N

Ugyanez példaul r = 6 esetén:

P8 <k =
kBN =ToN
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Vessiik ssze ezeket az elméleti eredményeket a {2z} altal, a fent leirt modon kapott di-
namikai rendszer szimulaci6ja soran kapottakkal. Az eredményeket tigy kaptuk, hogy az
adott r értékkel elvégeztiink 500 szimulaciot, és azt szamoltuk egy valtozoval, hogy az
500 esetbdl hdnyszor tortént meg az, hogy az iteracié nem ergodikus modon viselkedett

(vagyis az itercié attévedt legalabb egyszer a kezd§ fazistérrészrél a masikra).

Tapasztalt keveredés valoszintdsége | p = P v N k r
50 p< 20 | 10001 10000 2
e p< 2 | 100001 10000 2
555 p <2 | 1000001 10000 2
55 p<Z2 | 100001 10000 6
500 p<Z3 | 1000001 10000 6
5% p < L5 110000001 10000 6

1. tablazat. {2z} esetén megfigyelt attévedések szdma 500 szimulacio alapjan

Az eredmények jol mutatjik, hogy N novelésével miként tiinik el annak lehet&sége,
hogy keveredjen a trajektoria, igy azt, amit a randomizalas bevetésénél mar megemlitet-
tiink, itt is lesztirhetjiik, hogy egy randomizal6 kerekitéssel miikod6 modszer csak gy
lehet megbizhato, ha r-et nem valasztjuk tal nagynak relative (azaz, hogy ahoz képest N
sokkal-sokkal nagyobb legyen).

Az olyan rendszer esetében, mint itt, ahol tudtuk, hogy két komponens van, s6t még
a komponensek fazisterének hatérait is ismertiik, persze mondhatjuk, hogy r-et elég ha
a hatarokon nem engedjiik tal nagynak, de mivel ez a hatar altaldban nem ismert, ezért
mindenképp fontos leszogezniink, hogy a randomizalast til nagynak valasztva bizony kon-
nyen elmosédhat annak a hisztogramnak a képe, amit a randomizélas nélkiil kaphatnank,
és ezaltal megbizhatatlanné téve azt.

Elesen meriil fel akkor az a kérdés, hogy a Gauss-leképezés esetén nagy pontossagot
mutato ,,okos” randomizalast hasznalva, az el6re sejthets keveredés vajon hany esetben 1ép
fel? Sajnos azt lattuk a szimulacionk eredményébdl, hogy egy 500 alkalommal megismételt

k iterécids trajektoria szimulacidja soran mind az 500 esetben az egyik fazistérrél atkeriil
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a masikra. Igy ezt a modszert, csak szoros megkotések mellett tudjuk pontos szamitasokra

alkalmazni.

6. Konklazio

Az elvégzett kisérletek eredményeit Osszefoglalva azt lattuk, hogy a szokasos kerekités
modszere valoban jol miikédhet olyan esetekben ahol N, azaz a diszkretizaci6 elég nagy,
azonban azt is lattuk, hogy van olyan rendszer, ahol N névelése nem segit a problémén.

Ezért a randomizalads modszere jol johet nagyon sok esetben, és amint lattuk, a meg-
figyelt rendszereinkben ez leggyakrabban akkor segitett, ha N nem volt elég nagy. Bemu-
tattuk azt is, hogy sok esetben még nagyra valasztott N esetén is pontosabb eredményeket
kapunk a randomizéalas médszerével. A randomizalas témakorében megismertiik a ,buta”
és ,,okos” randomizalés, és a felmeriilt kérdésre — hogy érdemes-e ,okosan” randomizalni
a ,butaval” szemben — is megkaptuk, hogy szinte mindig elég egy kisebb, de allando6 r-el
dolgozni, de arra is lattunk példat, hogy van olyan kérdés, amire ,0kos” randomizélassal
pontosabb valaszt kaphatunk.

Fontos eredmény volt megmutatni miként vesziti el megbizhatésagat az ,okos” és a
nagy r-rel valasztott ,buta” randomizalds az ergodicitds megtartasaban, mert kénnyen
elkeverhet egy amuigy ergodikus rendszert.

Persze a téméaval kapcsolatban felmeriilnek még azon kérdések, hogy:

e Mi mondhato el a keverésrdl, alkalmas-e a modszer pu(x € I;, f"x € I;) szamolasara

is?
e Mi a helyzet olyan dinamikai rendszerekben, ahol nem ismert az invarians mérték?
e Mi torténik olyan esetekben, ahol a ,fizikai” mérték nem abszolit folytonos?

Ezek a kérdések tovabbi lehetséges kutatasokat 6sztondzhetnek.
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7.

Filiggelék

Wk

2000 50000 500000

25
100
1000

0.005 0.0005 0.00005
0.02  0.002  0.0002
0.02  0.002  0.0002

2. tablazat. ED'4™ grtékei kiilonbozs k és W paraméterek esetén

W2\ k ‘ 250000 500000 5000000

625
10000

0.0025 0.00125 0.000125
0.04 0.02 0.002

3. tablazat. ED?d™ ¢rtékei kiilonbozd k és W2 paraméterek esetén
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Hiba), N Wk d

0.012772 10001 25 5000 9930
0.015928 10001 25 5000 9739
0.005356 100001 25 5000 25483
0.006360 100001 25 5000 63187

0.015867 1000001 100 50000 2300

0.006836 1000001 100 50000 286965
0.001936 10000001 100 50000 134236
0.002594 10000001 100 50000 7176256
49.661464 | 1048576= 22 100 50000 1005353
49.667469 | 1048576= 220 100 50000 135020

4. tablazat. {2z} eredményei szokdsos kerekités esetén kiilonb6z6 paraméterekre (d az ig

kezdGpont indexe)

Hiba\, N Wk d

1.990013 | 100001 25 5000 75066
2.500025 | 100001 25 5000 58057
1.806022 | 10000001 25 5000 8558440
0.785993 | 10000001 25 5000 955828
8.187956 | 10000001 100 50000 5714853
6.147049 | 10000001 100 50000 4877972

5. tablazat. {10z} eredményei szokésos kerekités esetén kiilonb6zé paraméterekre (d az

iq kezd6pont indexe)

33



Hiba\ N W k d

0.943538 100000 25 5000 53861
22.712225 | 100000 25 5000 57857
22.586469 | 1000000 25 5000 223338
9.615238 | 1000000 25 5000 52311
47.751126 | 1000000 100 50000 435171
0.235075 | 1000000 100 50000 36666
0.081015 | 10000000 100 50000 1970145
94.589841 | 10000000 100 50000 8896512
0.058049 104729 25 5000 99050
0.065956 104729 25 5000 49208
0.005222 | 15485863 25 5000 337058
0.004536 | 15485863 25 5000 14468435
0.020398 | 15485863 100 50000 5153920
0.019754 | 15485863 100 50000 844486
0.010421 | 95189089 100 50000 63384268
0.011743 | 95189089 100 50000 4263830

6. tablazat. Gauss-leképezés eredményei szokasos kerekités esetén kiilonb6zo

paraméterekre (d az iy kezdGpont indexe)

Hiba)\ N Wk (dy, dy)
0.720623 | 1000001 25 250000  (526048,4974)
0.764194 | 1000001 25 250000  (4547,642613)
0.002523 | 100000001 25 250000 (99209949,4397119)
0.002595 | 100000001 25 250000 (38920403,17466693)
12.424041 | 1000001 100 500000  (73618,625276)
11.994545 | 1000001 100 500000  (780028,649493)
0.019817 | 100000001 100 500000 (5771247,69474436)
0.020825 | 100000001 100 500000 (35880662,78810621)

7. tablazat. CAT eredményei szokésos kerekités esetén kiil. paraméterekre (d,,d, a

kezdGpont indexei)
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Hiba)\ N Wk d

0.004534 10001 25 5000 3378
0.005945 10001 25 5000 6219
0.005457 100001 25 5000 34786
0.004858 100001 25 5000 26558

0.001813 1000001 100 50000 73638
0.002220 1000001 100 50000 14963
0.002390 | 1048576= 2% 100 50000 34080
0.001741 | 1048576= 2% 100 50000 1038150

8. tablazat. {2z} eredményei r = 1 randomizalas esetén kiilonb6z6 paraméterekre (d az

iq kezd6pont indexe)

Hiba\ N w k d r
0.015561 | 100001 25 5000 4598 1
0.011825 | 100001 25 5000 1794 1
0.004248 | 100001 25 5000 91419 10
0.005887 | 100001 25 5000 63461 10
0.013365 | 10000001 25 5000 3647878 1
0.014571 | 10000001 25 5000 1016987 1
0.005645 | 10000001 25 5000 2279725 10
0.004202 | 10000001 25 5000 8308305 10
0.003672 | 10000001 100 50000 318568 1
0.003527 | 10000001 100 50000 5735290 1
0.001990 | 10000001 100 50000 9565145 10
0.002255 | 10000001 100 50000 5094872 10

9. tablazat. {10z} eredményei r = 9 és r = 1 randomizalas esetén
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Hiba\ N W k d randomizalas
0.019632 | 100000 25 5000 60320 r=2
0.021088 | 100000 25 2000 46044 r=2
0.005729 | 100000 25 5000 1764 r="1
0.006207 | 100000 25 5000 87350 r="17
0.004435 | 100000 25 5000 74316 ,okos”
0.004667 | 100000 25 2000 28568 ,0kos”
0.003536 | 10000000 1000 500000 4942126 r=2
0.003629 | 10000000 1000 500000 341201 r=2
0.002244 | 10000000 1000 500000 7229542 r="17
0.002160 | 10000000 1000 500000 8049771 r="7
0.002028 | 10000000 1000 500000 2073348 ,0kos”
0.001987 | 10000000 1000 500000 9839038 ,0kos”

10. tablazat. Gauss-leképezés eredményei ,okos” (r € {1,...,(N —1)}) és ,buta” (r kil

konstans) randomizalas esetén

Hiba), N Wk (dy, d,)
0.002674 | 1000001 25 250000 (859566,490875)
0.002385 | 1000001 25 250000 (219804,864134)
0.002842 | 1000001 25 250000 (850852,714331)
( )
( )

0.020501 | 1000001 100 500000 (743800,558993
0.020184 | 1000001 100 500000 (153972,908793
0.019923 | 1000001 100 500000 (32132,704902)

11. tabldzat. CAT eredményei r, = 1,r, = 0 randomizalas esetén kiilonbsz6

paraméterekre
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E DG?uSS

1000

G. ‘q
Dﬁubb
W

d

N = 100000001 W = 1000 k& = 5000000

0.000434
0.000214
0.000081
0.000270
0.001602
0.000009
0.001457
0.000184
0.000023
0.000636
0.000009
0.000698
0.000407
0.001554
0.000109
0.000009
0.000113
0.000626
0.000081
0.000347
0.000654
0.002193
0.000001
0.000785
0.000474
0.000010
0.000033
0.000105
0.000003
0.000104

22153351
16725462
42239436
98461837
46800924
96774055
50010546
7935389
61185889
8115267
735276
44874728
77788533
78245426
20330700
95356393
12460813
10832031
93387007
2894275
63462926
14063627
66476243
39655416
23858166
85014492
11902746
62776492
94966420
32592176

0.000288

0.000441

ATLAG

12. tablazat. DS értékeibél allitott330 elemd minta xbuta” randomizaléskor
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E DG?uSS

1000

G. ‘q
Dﬁubb
W

d

N = 100000001 W = 1000 k& = 5000000

0.000025
0.000021
0.001356
0.000202
0.000005
0.000360
0.000174
0.000391
0.000696
0.000236
0.000003
0.000129
0.000041
0.000910
0.000197
0.000186
0.000501
0.000220
0.000041
0.000494
0.000184
0.000207
0.000078
0.000029
0.000143
0.000323
0.000052
0.000058
0.000202
0.000027

83614764
7041040
82887678
38640190
27838636
77415078
41184586
61592290
32373774
97398896
37887266
88357242
26198139
7155366
8919170
60465667
35043944
20767818
10249768
88890619
206134
77710683
58182434
25352925
93271628
29820934
11033779
71311258
27880662
87418322

0.000288

0.000250

ATLAG

13. tablazat. D%uss értékeibél allitott>30 elemt minta ,okos” randomizalaskor

1000



]ED(;“ss D%auss d N =100001 W =25 £k = 5000

o 0.007217 | 81326
0.012111 | 83151
0.000897 | 94096
0.002021 | 84497
0.004907 | 88316
0.018238 | 42460
0.001228 | 77802
0.028917 | 45659
0.003030 | 18198
0.000226 | 69455
0.011015 | 22174
0.004907 | 65713
0.000627 1233
0.000627 | 25049
0.004907 | 43052
0.003606 | 31206
0.010010 | 57590
0.000025 | 52023
0.002495 2658
0.000623 | 17253
0.009990 | 91069
0.002021 766
0.019614 | 81681
0.005632 | 35153
0.046246 9499
0.000226 | 89036
0.000627 | 72271
0.001604 | 16631
0.015613 | 61977
0.014412 | 57849

0.006673 | 0.007787 | ATLAG

25

14. tablazat. DGass értékeibdl allitott330 elemi minta ,buta” randomizaléskor



]ED(;“ss D%a“ss d N =100001 W =25 £k = 5000
Q 0.005618 | 26234
0.002029 | 96711
0.022515 | 20713
0.000025 1072
0.001222 | 72598
0.002029 | 34105
0.006392 5346
0.000402 | 40291
0.030608 | 75654
0.000025 | 26210
0.000226 | 30572
0.003606 | 37921
0.004907 | 22035
0.004893 | 36801
0.007233 | 42585
0.012089 | 4742
0.000224 | 15305
0.001222 | 53961
0.000226 | 47397
0.002505 7339
0.000025 | 19755
0.008091 | 23789
0.013236 | 14435
0.000025 | 76462
0.032382 | 16980
0.000402 | 59720
0.000025 | 47995
0.008109 | 22282
0.005618 | 24057
0.012089 | 38449
0.006673 | 0.006267 | ATLAG

25

15. tablazat. DGauss értékeibol allitott®0 elemt minta ,,o0kos” randomizalaskor



