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Az dltaldanos egyensiilyelmélet

o

Neve ellenére nem is nagyon dltaldnos. Az altaldnossdg azt jelenti,
hogy az Gsszes piac egyidejii egyensilyat irja le.

A legkidolgozottabb matematikai-kézgazdasdgi elmélet. Virdgkora
1950-1970 kozott.

Matematikailag a konvex analizis és a fixpont-tételekre épiil, de
bizonyos vizsgalatok példdul differencidltopolégiai eszkozokre épiilnek.
Kozgazdasagilag azt éllitja, hogy a kereslet és a kindlat képes
egyenstlyra jutni. Az egzisztencidn til, példaul a stabilitast, vagy az
egyértelmiiséget mar csak nagyon kemény és szigordi matematikai
dllitasokkal tudja igazolni. Legfontosabb fogalma a gazdasagi
szerepl6k racionalitdsa, explicite szerepel benne a fogyasztdk
hasznossagi fiiggvénye. Szamos szigori feltételt tartalmaz, lényegében
a korai szabadversenyes kapitalizmus egy lehetséges modellje, de
valésziniileg soha nem létezd szitudciot modellez.

Nem tdl erés a bizonytalansdg modellezésében, de eljutott a
no-arbitrage fogalmahoz.
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@ Praktikus modellezési igény, megfigyelhetd adatokra épit. Nem
szivesen szerepelteti a haszonossdgi fliggvényeket.

@ Az egyensily helyett a no-arbitrage a kézponti fogalma.
© Elsésorban a bizonytalansidgra koncentral.
o

Fé matematikai hattere a valdsziniiségszamitds és a sztochasztikus
folyamatok elmélete.

@ Legfontosabb fogalma a kockdzatsemleges mérték.

Az eléaddsban elsésorban azt szeretném demonstralni, hogy a két elmélet
nem konkurens, nem is parhuzamos, hanem a matematikai pénziigyek
része az altaldnos egyensilyelméletnek és csak teljes piacokon tudja
kikiiszobolni a hasznossagi fliggvényeket.
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Kitér6, az ikertermelés problémdja

A helyzet formalisan hasonlé a marxi értékelmélettel kapcsolatos
legfontosabb kritikai észrevétellel: A marxi elmélet szerint az drakat a
koltségek hatdrozzék meg. Marx/hivatalos PG lényegében egyetlen
koltséget ismert el a munkat. Két termék ikertermék, ha azonos gyartasi
folyamat 3llitja el6. llyenkor a termékek egymds kozotti 4r ardnya nem
donthetd el, a kereslet, vagyis a fogyaszték hasznossagi fliggvénye nélkiil.
Formadlisan, ha nincsen ikertermelés, akkor az drak egy alkalmas
egyenletrendszer megolddsai, ha azonban van akkor egy programozasi
feladat dudlis megolddsa adja az drakat. A dudlis megoldds valdjdban a
hatarhasznokat adja. Ezeket hivtak drnyékdraknak.
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ugyi drazds alapmodellje

Q@ Két idépont van: "ma" és "holnap".

@ A "holnap" iddpontban legyen értelmezve egy (Q), A, P) valésziniiségi
mez6. A téren értelmezett valésziniiségi véltozéknak legyen adott egy
L halmaza, amelyet a lehetséges pénziigyi eszkdzok "holnapi"
értékeinek halmazanak képzeliink el. Valamely ¢ pénziigyi eszkoz
"holnapi" értéke ismeretlen és igy valdsziniiség valtozé. A P a
tényleges statisztikai valdsziniiség és az egyes ¢ € L eszkozok
eloszlasat "irja le".

© Az alapgondolat/feltétel, hogy az elhanyagolhaté tranzakcios
koltségek miatt az L egy linedris tér: Ha ¢, és ¢, két pénziigyi
eszkdz, akkor mindig megengedjiik, hogy ezekbdl tetszbleges mdédon,
tetszbleges sulyokkal portfoliét csindljunk. Ez a feltétel emlékeztet a
linedris tevékenységelemzési modell alapfeltételére. Az egyetlen
eltérés, hogy most a negativ stlyok is megengedettek. A pénziigyi
eszkozok tetszbleges, koltségmentes kombindlhatdsaga a pénziigyek
alapaxiémadja, alapfeltétele.
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A pénziigy axiomdja, mi a pénz?

Nyilvan ez idealizdcid, a valésdgban vannak koltségek, de a pénziigyi
elmélet alapfeltevése a korlatlan és koltségmentes portfolié képzés.

A pénz olyan specidlis dru, amely nagyon alacsony
tranzakcié koltségek mellett cserélhet6 térben és
idében.
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A nem teljesség problémdja

Q@ Egy ¢ € L valészintiségi valtozé lehet valamilyen késébbi idépontban
esedékes kifizetés. Az idépont lehet a "holnap" utdn is és a ¢ értéke
nyilvan fiigghet ett8l az idéponttdl. Igy az L dimenziéja nagyon nagy
esetlegesen végtelen is lehet, ugyanis a figyelembe veendd idépontok
szdmat nem tudjuk értelmesen korlatozni.

@ Az L nem feltétleniil egyezik meg az Gsszes valdsziniiségi valtozékkal,
hanem ez utébbi egy valédi altére. Ennek oka, hogy nem minden
egyes w kimenetelhez, van "biztositas". Bekovetkezhetnek olyan w
kimenetelek, amelyekre nem "szamitottunk" és nem kotottiink rdjuk
"biztositast". Masképpen lehetnek olyan valdsziniiségi valtozok,
amelyek nem elemei az L térnek. llyenkor mondjuk, hogy a modell
nem teljes.
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A probléma megfogalmazasa

Problem

Mi egy "holnap" realizdlodo valosziniiségi valtozé "mai" dra? Mennyit kell
fizetni "ma", hogy "holnap" megkapjuk a ¢ vdltozot?

Ha 71 (&) jeloli a ¢ valtozo altal leirt eszkdéz "mai" &rét, akkor a kérdés a
kdvetkezd:

m(g) =?
Alapfeltétel: a 77 (&) a ¢ linedris fiiggvénye:
7 (agy + bGy) = a- 7 (8y) + b7 (bE,).

Altaldban nem teljesiil, de ennek oka, hogy vannak tranzakcids koltségek és
a tetszblegesen nagy portfolidk szabdlyozasi okokbdl nem hozhatdk létre.
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Az egy ar torvénye

Definition

Ha a 7 arfliggvény linedris, akkor azt szokds mondani, hogy teljesiil az egy
ar torvénye.

Ha az egy ar térvénye nem teljesiilne, akkor a szabad és kdltségmentes
portfolié készités szabdlya/feltétele miatt az olcsébbat meg lehetne venni a
dragabbat el lehetne adni és igy lehetne végtelen pénzt keresni.

Az egy ar torvényt szokds ketchup térvénynek is mondani.

Egy kétliteres ketchup dra megegyezik két egyliteres ketchup araval.
Empirikusan ellenérizhetjiik. sajnos nem igaz. Egyrészt azonos markabdl

nincsen egy meg kétliteres és a nagyobb kiszereléseknél pedig a szabdly
nem teljestil: A piac nem teljes és vannak tranzakciés koltségek.
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A reprezentdciés tétel

Tegyiik még fel, hogy a 7t valamilyen értelemben folytonos. Ekkor

m (@) = [ g

alakban integrdlként reprezentdlhato.

Ez egy elv, ilyen tétel valéjaban nincsen, ugyanis tdl altalanos, de nagyon
sok ilyen jellegii tétel van. Mi a u és a P viszonya?

@ Ha ¢ > 0, akkor feltehetd, hogy 7 (&) > 0, igy a p valédi mérték,
vagyis nincs olyan halmaz, amelyre u (A) < 0.

@ Feltessziik, hogy van kockdzatmentes termék, vagyis feltessziik, hogy
1 € L. Az 1 véltozét szokas elemi kdtvénynek mondani. Mivel 7t (1)
véges, ezért a u véges mérték. Legyen (14r)"' = 1 (Q).
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Az arképlet

Ekkor Q( )
1 EY (¢
—= = — 1 =
7@ = [ edn= 1 [ ed@np="
ahol Q valdsziniiségi mérték. Az ar megegyezik a "holnapi" kifizetés
diszkontdlt varhato értékével. Az egyetlen bokkend, hogy a varhaté értéket

nem a statisztikailag megfigyelheté P szerint, hanem a matematikai
fantaziavildgban létezd Q szerint kell venni
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Kockdzatsemleges mérték és kockazatmentes hozam

Definition

A Q szokdasos neve kockazatsemleges mérték. Ennek oka, hogy a Q alatt a
7t diszkontalt varhaté kifizetés. (Azt mondjuk, hogy valaki
kockazatsemleges, ha valamely véltozé varhaté értékét azonosnak tekinti a
valtozo értékével.)

Definition
Az r-et szokds kockdazatmentes hozamnak is mondani.

Vegyiik észre, hogy a mértékcserének és a képletnek semmi koze az
opcidarazdshoz, ahol ez a jelenség torténetileg elészor megjelent.
Valgjdban egy teljesen univerzalis elvrdl van szd, ahol a fé szerepet a
linearitds és a reprezentdcios elv jatsza. A mértékcserét az opciddrazds
kapcsan szokds behozni és ott "meglepetést" okoz.
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Kockdzatsemleges mérték és a statisztikai mérték

ekvivalencidja

@ Ha P(A) > 0, akkor feltehetd, hogy 71 (x4) > 0. Ha pozitiv
valésziniséggel kapunk valamit, és egyébként nem veszitiink, akkor
feltehetd, hogy a termék dra pozitiv, igy Q (A) > 0.

@ Ha P(A) =0, és mégis Q (A) > 0, akkor semmiért kapnank valamit.

© Ha Q (A) =0, akkor az integral eléallitds miatt nyilvdn P (A) = 0.

A P és a Q mértékek ekvivalensek, vagyis valamely A halmaz
valdsziniisége a P alatt pontosan akkor nulla, ha a Q alatt is nulla.
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A folytonossag feltétele problémas

@ A 7T linearitdsa a tranzakcids koltségek elhanyagoldsat jelenti és elsé
kérben megengedhetbnek 1atszé absztrakcid.

o A folytonossdg azonban nem feltétlenil teljesil. Ha ¢, —  és
n,— Caz L1 (Q), A, P) térben akkor, az dtlagos hozamok
konvergdlnak. Ugyanakkor ha a (§, — {) szérdsa a végtelenhez tart és
a (1, — C) szérasa nullahoz tart, akkor pénziigyileg a két helyzet
teljesen kiilonbozd. Feltehetdleg 7 (&,,) /" 00, igy a folytonossagot
jelentd

lim 7 (&,) = lim 7(,) = ()

nem teljestilhet. Abbdl, hogy a hozamok konvergdlnak az draknak
nem kell feltétleniil konvergdlni. Figyelembe kell venni a kockdzatot.
Ez azt is mutatja, hogy az L zartsdga sem természetes feltétel.
Elképzelhetd, hogy az L valamelyik hatdrpontjdnak az dra végtelen,
vagyis a 7T nem terjeszthetd ki véges médon az L lezartjaral
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Nem minden konvergencia fogalom jé

Felmeriil, hogy a kockdzat miatt vegyiik a konvergenciat "erbsre", vagyis
csak igen szigorii feltételek esetén engedjiik meg, hogy két valésziniiségi
vdltozé kozel legyen egymdshoz. Ha azonban a konvergencidt példdul az
L™ térben definidljuk, vagyis két valdsziniiségi valtozét akkor tekintjiik
kozelinek, ha egy valdsziniiséggel

181 (w) =G (w)| < e

és persze ilyenkor fel kell tenni, hogy a valtozdk korldtossak, akkor azonban
nem tudunk reprezentdlé mértéket csindlni, ugyanis az L® téren
értelmezett folytonos linedris funkciondlok nem irhatdk fel integral alakban.
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Nem negativ linedris funkciondlok folytonossdga

Ha 7t valamely LP téren, p > 1, értelmezett 7t linedris funkciondl nem
negativ, vagyis
{>0=m(¢) >0,

akkor a 7t folytonos.

o A tétel dltaldnosithatd, de az egyszeriiség kedvéért csak evvel az
esettel foglalkozunk. Az érdekes két eset a mar emlitett p =1 és
p = 2 esetek. De ha magasabb rendii momentumokat is alkalmazni
akarunk a kockdzat definiciéjaban, akkor p esetleg nagyobb mint
kettd.

o A tételben a feltételi halmaz a teljes alaptér, vagyis az Gsszes,
alkalmasan integrédlhatd, valdsziniiségi valtozénak van dra, vagyis a
modell teljes. Ez igen szigoru feltétel.
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Kozgazdasdgi interpretacié

Ha a piac teljes és minden kovetelés varhaté hozama véges, akkor teljesiil
a reprezentdacios elv, igy minden kévetelés ara

1
1+r

(%) = EQ(0)

mddon irhatd.
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Legyen 7T egy nem negativ, linedris funkcional és legyen (&,) nulldhoz
tarté sorozat. Mivel a nem negativitds és a linearitds miatt

17(Gn)l < (1S,

elég megmutatni, hogy a jobb oldal nulldhoz tart. Ezért feltehetd, hogy a
¢, nem negativ. Elég megmutatni, hogy minden (¢,) sorozatnak van
(an) részsorozata, amelyre a 7t(&,, ) nullahoz tart. Elég ritka sorozatot
véve a ) G, Osszeg az LP térben konvergens. (Vegyiik azt a
részsorozatot, amelyre H(;"nkH < 27k )) Legyen a hatarérték ¢,. Vildgos,
hogy a 7t monotonitdsa és a ¢, > 0 miatt

Z (:nk - (Coo) <

Mivel ez minden N-re igaz, a Y32, 7 (&, ) sor konvergens,
kévetkezésképpen 7 (¢, ) — 0.
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A t6bb periédusos modell

o Az id6periddusok szama véges, T, a lehetséges S alaptermékek
szdma, m, is véges. Tetszbleges idépontban a lehetséges portfolidk a
véges sok alaptermék linedris kombindcidi, igy minden idépontban a
lehetséges portfolidk a valdszinliségi vdltozék korében egy véges
dimenziés alteret alkotnak. Az S egy m vektorbdl allé6 T hosszi
idésor, amely elemei valdsziniiségi valtozék. Az S; (t,w) azt adja
meg, hogy az i-edik termék t idépontban mennyit ér, ha az w
kimenetel "jott be". Az S; (t, w) nyilvan lehet pozitiv és negativ is.

@ Minden t idépontban adott egy F; eseménytér, amely a t idépontig
bekovetkezett eseményeket irja le. Vildgos, hogy minden t-re
Fir C Fria.
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Az arbitrdzs arazas elve

Mi a T idopontban értelmezett valamely Hy véletlen kdvetelés ara
a jelenben?

A viélasz természetesen az, hogy nem tudjuk. Fiigg a kereslettdl és a
kindlattol.

Az arakat mindig a piac donti el!

Van azonban egy specidlis eset. A specidlis eset az, amikor a Hr véletlen
kovetelés "lefedezhetd", vagyis az alaptermékekbdl "kikeverhetd". Ilyenkor
a Hy és az S alaptermékek ara dsszefiigg! Mivel az S arai a jelenben
ismertek, matematikai tton kiszdmolhaté a Hr jelenlegi ara is.
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Martingdlmérték

llyenkor is a
7 (Hr) = B9 (Hy)
T <]_—|—r)T T

képletre szamitunk. llyenkor a Q neve martingdlmérték. Mivel az S-et mar
diszkontdltuk, feltessziik, hogy r = 0.

Definition

A Q mértéket az S martingalmértékének mondjuk, ha az S martingal a Q
alatt.

Vegyiik észre, hogy az eredeti P mérték alatt az S elemeinek nincs is
feltétleniil varhato értéke, a Q alatt azonban nem csak, hogy létezik a
varthaté érték, hanem az idé szerint még konstans is, vagyis

EQ(S(t+1)) =EA(S(1)).
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A lehetséges fedezések halmaza

Vezessiik be az

Ké{H:Hziﬁ@MSM—SU—U%
t=1

halmazt, ahol 6 az el8rejelezheté stratégidkon fut keresztiil. A K az S (t)
arfolyamok megvaltozdsabdl szarmazé lehetséges drfolyamnyereségek
halmaza. Az analizisben megszokott médon L& jelolje a nem negativ
valészinliségi valtozék halmazat. A dijmentes lomtalanitds feltételét
haszndlva vezessiik be az

C=K-L%,

valamint a cl (C) halmazokat, ahol a lezaras a sztochasztikus
konvergencidban értendd, és a C definicidjaban a kivonds jel a komplexus
kivondast jelent.

Medvegyev (Corvinus, Matematika Tanszék) 2009, december 22 / 48



Az arbitrazs lehetetlenségének elve

Feltessziik, hogy nem lehet a 8 portfoliét dinamikusan dgy dsszesllitani,
hogy kockazat nélkiil nyereséghez jussunk. Vagyis nem lehet olyan H
valdszinliségi valtozét a megadott médon elééllitani, amelyre H > 0,
vagyis soha nem veszitiink, ugyanakkor egy pozitiv mérték{i halmazon
H > 0, vagyis azért egy pozitiv valdszinliségii halmazon azért nyeriink.

Definition
Ha ilyen H nincsen, akkor azt mondjuk, hogy nincsen arbitrazs.
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Az eszkbzdrazas elsé alaptétele véges idohorizonton

Diszkrét, véges id6horizont esetén az lgynevezett eszkézdrazds elsd
alaptételének legaltalanosabb alakja a kovetkezé:

Theorem (Dalang—Morton-Willinger)

A kévetkezo allitdsok ekvivalensek:
QO Cn L& = {0}.
Q@ CNL% ={0} & C=cl(C).
Q d(C) ﬂL& ={0}.

@ Megadhato olyan Q valdsziniiség, amely ekvivalens az eredeti P

valdsziniiségi mértékkel, amelyre a dQ/dP Radon—Nikodym derivalt

korlatos, és amely mellett az S m-dimenziés martingal.
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Megjegyzés

Erdemes hangstilyozni, hogy a tételben szereplé elsé C N L% = {0} &llitas
azt jelenti, hogy nincsen olyan (6 (t))tT:1 elérejelezhetd stratégia, amelyre

T

Ze(t)(S(t)—S(t—l)) >0

t=1

és egy pozitiv mértékii halmazon az egyenl6tlenség szigord. Mdsképpen
fogalmazva az els6 dllitds szerint nincsen arbitrdzs. A tétel szerint annak
sziikséges és elegendd feltétele, hogy ne legyen arbitrdzs éppen az, hogy az
eszkozok arfolyama egy alkalmas mérték esetén martingdl legyen.
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Arazas martingdlmérték esetén

Tegyiik fel, hogy a Ht kovetelést sikeriilt elédllitani egy A kezdeti
befektetés és egy Y1 0 (t) (S (t) — S (t — 1)) 6sszegekent, vagyis

-
Hr =A+ Ze(t) (S(t)—S(t—1)).
t=1
Ha Q martingalmérték akkor a két oldalon a Q szerint varhaté értéket véve

EQ (Hr) = A+EQ(ZT16)<r><s<r>—s<r—1>>>:
= )\+0:)\._
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Arazas martingdlmérték esetén

Mivel a Y[ ;0 (t) (S(t) — S (t — 1)) koltsége nulla, ezért az ar csak a A
kezdeti befektetés lehet. Igy

m(HT) = A =EQ(Hr).
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Elveszett illuziok

A gondolatmenet, csak akkor alkalmazhaté, ha a Hy fedezheté. Mivel ezt
tetsz6leges Ht esetén elvdrjuk, ezért a modellnek teljesnek kell lenni,
egyébként a gondolatmenet és az drazé képlet nem alkalmazhaté.

Theorem

Véges idbhorizont esetén, ha a modellben nincsen arbitrazs és a modell
teljes, akkor az alapul vett (Q), A, P) modell véges szamu atombdl 4ll.
llyenkor az alaptermékek drfolyama véges faval irhato le. Az eldgazasok
maximdlis szama éppen az alaptermékek szama.

| \,

Corollary

A modell matematikailag akkor nem trividlis, ha az idéhorizont folytonos.
llyenkor a modell felirdsahoz sziikséges a sztochasztikus analizis.

\
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Arazas nem teljes piacokon

A technikai bonyodalmak elkeriilése céljabdl tegyiik fel, hogy az
idoparaméter diszkrét, és az eseménytér végesen generdlt, vagy ami
ugyanaz az S eszkdzéarfolyam valamilyen faval irhaté le. A fanak nem kell
feltétleniil szabdlyosnak lenni, vagyis nem kell feltenni, hogy az egyes
eldgazdsok szdma azonos legyen az eszkdzok szdmdval. Példdul a
hagyomanyos kétvény-részvény modell esetén a fa lehet harom vagy akdr
szaz eldgazasi is. Legyen u valamilyen befektetd hasznossagi fiiggvénye.
Az egyszeriiség kedvéért tegyiik fel, hogy az u derivdlhatd, konkav,
szigorian monoton né és a teljes szimegyenesen értelmezett.
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A haszonmaximalizaciés probléma

A befektetd haszonmaximalizdcids problémaja a kdvetkezé:

EP (u(f)) — max, (1)
f=w+ i@(t)AS(t).

t=1

Vagyis a feladat az, hogy adott wy kezd6készletbdl kiindulva és T
idészakon keresztiil az S-sel kereskedve dtlagban mennyi hasznossagot
tudunk a T idészak végére maximum elérni. Természetesen az atlagot a
statisztikai, vagyis az "objektiv" valdsziniiség mellett kell venni. Erre utal
a P fels6 index. Az u szigordian monoton nd, igy a feltételi halmazban az
egyenl6ség helyébe egyenlétlenség irhatd.
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A haszonmaximalizaciés probléma dtfogalmazasa

Elsé lépésként belatjuk, hogy a fenti maximum probléma ekvivalens a

EP (u(f)) — max, (2)
EQ(f) <wy, QEeM

problémaval, ahol M = M (S) jeléli az S martingalmértékeinek halmazit.
Hangsdlyozni kell, hogy IM a martingdlmértékek és nem az ekvivalens
martingdlmértékek halmazat jelsli. Ha IP jeloli a P-vel ekvivalens mértékek
halmazst, akkor az ekvivalens martingdlmértékek halmaza M NIP. A (2)
feladat ismét kdnnyen interpretdlhaté. Ha a diszkonttényezd azonosan egy,
akkor a Q € IM mértékek a lehetséges drvektorok halmazdval
azonosithatéak, ugyanis ilyenkor a Q (A) éppen a x4 alaku T idészaki
kifizetés dra. Vilagos, hogy az ilyen jészdagok aranak ismerete alapjan az
osszes f kifizetés dra is megadhaté és a kifizetés ara éppen MQ () lesz. A
feladat szerint meg kell keresni a maximalis vdrhaté hasznossdgot biztosité
azon f fogyasztdst, amelyre az Gsszes lehetséges, szimbajohetd drvektor

mellett a koltségvetési korlat teljesiilni fog.
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A haszonmaximalizaciés probléma dtfogalmazasa

Erdemes azonban ezen a ponton egy tovibbi megjegyzést tenni.
Természetesen a Q (A) csak akkor tekintheté arnak, ha a T idészaki x 4
kifizetés fedezhetd. Ha ezt implicite minden A esemény esetén elvdrjuk,
akkor a Q (A) drként valé interpretacigjaval implicite feltételezziik, hogy a
piac teljes, mi pedig éppen a nem teljes esetet vizsgaljuk, igy a masodik
feladat emlitett interpretdciéja némi csisztatdst tartalmaz.
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A nincsen arbitrazs feltétel

A nincsen arbitrdzs feltétel szerint a

K= {f|f: ZT:AS(t)e(t)}

t=1

altér csak az origéban metszi a nem negativ vektorok P halmazat. C
legyen a K-bdl a dijmentes lomtalanitas feltételével kaphatd kifizetések
halmaza, vagyis C = K — P. Mivel a feltevés szerint a valésziniiségi
modell véges sok kimenetet tartalmaz, ezért a P egy véges dimenzids tér
nem negativ vektorainak halmaza, igy egy véges kip. A K egy linedris
altér, igy a C és a K halmazok véges kipok, igy a K és C zart halmazt
alkotnak. Nyilvdnvalé, hogy a KNP = {0} ésa C NP = {0} feltételek
ekvivalensek.
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A nincsen arbitrazs feltétel

A nincsen arbitrdzs dudlis formaban valé megfogalmazasa a kdvetkezé:

Theorem (Az eszkdzarazas alaptétele)

Valamely S eszkéz6k altal definidlt piacon pontosan akkor nem létezik
arbitrazs, ha az S rendelkezik ekvivalens martingalmértékkel, vagyis van
olyan Q mérték, amely ekvivalens a P-vel, és amely alatt az S martingal.

Masképpen az S-et leiré véges fa leveleire, és visszafelé valé indukcidval az
egyes eldgazdsi pontokba, irhaték olyan pozitiv, egyre 6sszegz6dé szamok,
hogy minden eldgazasi pontban az S értéke éppen az eldgazasi pontbdl
kiindulé agak silyozott kézepe..
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A tétel bizonyitasa dualitdsi tétellel

Az itt bemutatott bizonyitds a lehetséges bizonyitasok koziil taldn a
legegyszeriibb és a véges kiipok kdzismert elméletére tamaszkodik. A
bizonyitds egyediil érdekes része az, hogy standard elsé éves linedris
algebrdra épiil. A tétel dltaldnositdsai azonban a modern funkciondlanalizis
kifejezetten nehéz részeit hasznaljak. A nehézségek azonban a folytonos
idéhorizont haszndlatdbdl erednek. A bizonyitdsra ratérve, valamely V
véges kip esetén a szokdsos médon jeldlje VP a V negativ poldrisat, vagyis

VP ={u|(uv)<0 haveV}.
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A tétel bizonyitasa dualitdsi tétellel

A nincsen arbitrazs feltétel szerint CN P = {0}. Ha E jelsli az 6sszes
vektorok, vagyis az Gsszes valdszinliségi valtozok, halmazat, akkor

E={0}"=(CNPP=CP+PP=CP_P,

ugyanis PP = —P. Mivel 0 € P, ezért a CP trividlisan tartalmaz egy M
pozitiv elemet. Megmutatjuk, hogy normalizalds utdn az M egy ekvivalens
martingalmérték. Pontosabban megmutatjuk, hogy a CP minden nem
nulla eleme normalizalds utdn egy martingdlmértéket definidl és forditva a
martingalmértékek mindegyike eleme a CP kiipnak.
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A tétel bizonyitasa dualitdsi tétellel

Ez utébbi indokldsa egyszerii: Ha Q egy martingdlmérték és

fok—z= iAS(t)G(t)—zEC

t=1

tetszbleges, akkor a szokdsos mdédon eljarva, felhaszndlva, hogy diszkrét
idéhorizonton az integrdlhaté martingdltranszformdciok valédi martingdlok

MQ (i AS (1) 0 (t) —z> <EQ <i AS(t)Q(t)) =

t=1 t=1

[lo

EQ(f)

.
= Y EQ(EQ(AS(1) | F)6(1) =0,
t=1

igy Q € CP. Megforditva, ha Q € CP, akkor a Q mértéket megadé vektor
nyilvan merdleges a K altérre. Mivel —P C C ezért Q > 0. Ha Q # 0,
akkor a Q normalizdlas utan tekinthetd valdsziniiségi mértéknek.
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A tétel bizonyitasa dualitdsi tétellel

Nyilvdan minden F € F;_1 esetén a xp (S(t) = S(t—1)) € K, ezért

/FS(t)—S(t—l)szo,

amibdl a feltételes varhaté érték definiciéja miatt
EQ(S(t) | Fi_1) = S(t—1), vagyis az S valéban martingal a Q alatt.
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A tétel bizonyitasa dualitdsi tétellel

A bizonyitdsbdél azonnal latszik a kovetkezo:

Ha nincsen arbitrdzs, akkor con (M) = CP. llyenkor az ekvivalens
martingdlmértékek M NP halmaza a CP és a egységszimplex metszetének
azon elemei, amelyek nem esnek a nem negativ vektorok kipjanak
hatdrdra. Nyilvanvaléan mivel MNP # @, ezért M = cl(MNP).

A (1) és (2) feladatok azonossdga az el6z8 dualitdsi tétel egyszerii
kévetkezménye.
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A feladatok ekvivalencidja

A kordbban definialt elsé és mdsodik feladatok ekvivalensek. \

A masodik feladat lehetséges megolddsainak halmaza éppen az

EQ(f—w) <0, QeM
halmaz. Nyilvdnvalé médon ez ekvivalens a

(Q.f —wo) =) ak (i —wp) <0, Q € con(M)
k

feltétellel. Mivel az el6z8 kdvetkezmény miatt con(IM) = CP, ezért

f —wy € CPP. Mivel a C zart konvex kip, ezért CPP = C, igy f —wp € C,
vagy ami ugyanaz, f € wy 4+ C. Mivel az u szigord monotonitds miatt az
els6 feladatban az optimumok szempontjabdl egyenlétlenség is irhatd, a
mdsodik feladat minden lehetséges megolddsa lehetséges megolddsa az
elsének is. A forditott iranyd tartalmazas indokldsa nyilvanvalé.
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A feladat megoldasa

A haszonmaximalizacids feladat megolddsat a Lagrange-multiplikator
modszer segitségével szeretnénk megadni. A feladat mdsodik
megfogalmazdsa majdnem alkalmas a mddszer alkalmazdsara, az egyetlen
gond, hogy a feltételi halmazt definidlé egyenlétlenségek szama végtelen.
A Lagrange-multiplikdtor médszer haszndlatdhoz vegyiik észre, hogy az M
éppen a CP kuap és az egységszimplex metszete. Mivel a C egy véges kip,
ezért a CP poldrisa is egy véges kiip, igy az M egy korldtos poliéder, igy az
M az extremdlis pontjainak konvex kombindciéja. Vilagos, hogy a
mdsodik feladatban elegend® ezekre az extremdlis pontokra megkdvetelni
az egyenlétlenség teljesiilését. Jeldlje tehat {Q1,...Qum} az M extremalis
pontjainak halmazdt. Jeloljiik az egyes kimenetelek P szerinti
valésziniiségeit pp-nel, a fenti {Q1,...Qum} halmaz egy Q,, vektoranak
elemeit pedig g,'-nel.
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A Lagrange-fliggvény

Ekkor a fenti (2) maximumprobléma Lagrange-fiiggvénye
N M NG
LA, ...ty ) = ¥ pau(fa) — X 1, (Z qrf, — wo> =
n=1 m=1 n=1
N M m g M
mqn n
— Lo (ut)- £ IR 5 F

Vegyiik észre, hogy mivel a feltételek linedrisak a célfiiggvényhez tartozé
szorz6 valaszthaté nullatdl kiilonbozének és mivel a célfiiggvény konkav
ezért a feltételekhez tartozé egyiitthatékat negativnak vélasztottuk.
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A Lagrange-fliggvény

Mivel a feltételi halmazok egyenlétlenségek, ezért 7, > 0. Irjuk fel a
feladatra a Kuhn—Tucker feltételeket! A Lagrange-multiplikdtor mdédszer
szerint alkalmas multiplikdtorok esetén az L feltétel nélkiili maximuma
éppen megegyezik az eredeti fliggvény feltételes maximumaval. A
Lagrange-fiiggvény staciondrius pontjat felirva, felhaszndlva, hogy az u
értelmezési tartomdnya nyilt, igy a staciondrius pontban a derivalt nulla
aL _ / M ﬂmqlr‘ln _
o7~ (- £ 1) o
Mivel a feltétel szerint minden n-re p, > 0, ezért

N

m
u(fy) = AZ/I: Hmn_
m=1 Pn
Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket. Legyen y =1, + ... +1,,. Hay =0,
akkor az 6sszes 77, is nulla. llyenkor az optimum szempontjabél a
feltételek mindegyike irrelevdns, vagyis a feltételes optimum megegyezik a
globalls optlmummal De az u fuggvenyre tett feltetelek miatt a feltétel
1 .

né 0 O 0 n n
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A martingdlmérték és a multiplikatorok kapcsolata

lgy az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy y > 0. Legyen
Vm = ’7m\}’: ;’l = (lul’ VM) Valamint

Q= 1 p,Qn )

A definiciébdl evidens, hogy Q éppen az extremdlis pontok egy alkalmas
konvex kombinicigja?, igy Q = (g,) € M. Az optimum feltétele tehat

J(fp) = y@.

n
Vegyiik észre, hogy a q,/p, hanyados éppen a dQ/dP Radon—Nikodym
derivalt értéke az n-edik kimenetelen, igy Lagrange-fiiggvény staciondrius
pontjdra vonatkozé feltétel éppen

J (7) :y%’_

2A U, szdmok nem negativak és az Gsszegiik egy.
Medvegyev (Corvinus, Matematika Tanszék) 2009, december 44 /




A martingdlmérték és a multiplikatorok

Egyenstlyi dllapotban a kereslet megegyezik a kindlattal. Ha a keresletet
az u hasznossagi fiiggvény ,generdlja”, akkor a mértékcsere éppen azt a Q
mértéket adja, amelyre a Radon—Nikodym derivalt ardnyos a
hatdrhasznokkal. Ennek megfeleléen nem teljes piacon a hasznossagi
fuggvények egyértelmiien kijelolik a martingdlmértéket. Teljes piacon a
hozzédrendelés egyértelmii, vagyis ilyenkor a martingdlmérték egyértelmiien
meghatdrozza az optimélis fogyasztéi dontést, vagyis a keresletet. De
dltaldanos esetben a martingdlmértékek &ltal hordozott informacié az
egyensllyi drakra nézve nem bir relevans tartalommal.
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Megjegyzések

Az elmondottak azért |ényegesek, mert a szokdsos matematikai pénziigyi
modellek azt sugaljdk, hogy a pénziigyi piacokon a szarmaztatott termékek
dra megmondhaté olyan kvazi-megfigyelheté adatok alapjan mint a
volatilitds vagy a kamatldb. Tovdbbi félrevezeté6 momentum, hogy a
martingdlmértékrdl nem latszik kozvetleniil, hogy szoros rokonsagban van
a klasszikus kézgazdasdgi-matematikai elmélet dudlis valtozéival. A
pénziigyi irodalomban a mértékcserét olyan specidlis tételekkel mint a
Girszanov-tétel szokds megadni. Nem evidens azonban az, hogy ez a
sajdtos megkozelités csak a folytonos idéhorizont miatt sziikséges, ugyanis
folytonos id6éhorizonton a dualitds technikdja jéval bonyolultabb, mint az
dltalunk targyalt véges esetben.
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Megjegyzések

Vagyis sokkal inkdbb a matematikai hattér és eszkdztdr, mint a tényleges
pénziigyi probléma miatt sziikséges a tételre hivatkozni. Folytonos
idéhorizonton a technikai nehézségek elkeriilése céljabdl érdemes egy
specidlis, am félrevezetd keriil6 utat valasztani. A Girszanov-tétel
haszndlata azért félrevezetd, mert egyrészt némiképpen misztikus, és ezért
a problémat mélyebbnek tiinteti fel, mint amilyen az valéjdban, masrészt
azt sugalja, mintha a pénziigyi elmélet mas lenne, mint a standard
kdzgazdasagi elmélet. A sokat hangoztatott tudomdnyos attorés, miszerint
a drift tagnak a szdrmaztatott termékek drazdsiban nincsen szerepe éppen
azt jelenti, hogy a kockdzati preferencidk nem jatszanak ilyenkor szerepet.
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Megjegyzések

Még annyira sem, hogy az egyébként megfigyelhetd alapterméki
hozamoknak sincsen szerepe a szdrmaztatott termék drazdsa sordn.
Dobbenetes tudomanyos felfedezés! Ugyanakkor ez a kovetkeztetés nem a
sokat hangstilyozott nincsen arbitrdzs feltétel kdvetkezménye Akdrhogyan
is van, az impicit {izenet vildgos, bar rendkiviil veszélyes és hamis: A
derivativ Uizletek teriiletén lehet kockazat nélkiil kockdzatot vallalni!
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