A modern valésziniiségszamitas eszkozei
To6th Imre Péter
1. feladatsor

. Keressiink meg minden olyan folytonos f : R? — R fiiggvényt, ami forgatds-invaridns és
szorzat alaki. Vagyis, vany olyan ¢ : [0,00) — R és u : R — R fliggvény, hogy minden

x,y € R-re
f(xy) = g(Va? +y?) = u(z)u(y).

. Hasznéljuk az U a(x — m)? integrdl-helyettesitést annak megmutatdséra, hogy

2
> —a(z—m)? dr = I 1
[Lreraa= ®

amikor m € R és 0 < a € R. Orérdl tudjuk, hogy az integral értéke /27w amikor m = 0 és

=1
a=3.

@24 tad

. Legyen f(zy,...,2q) =€~ =z ,éslegyen V = [, f(z)dz.

e Szamoljuk ki V-t, kihasznélva, hogy szorzat alaki:

f(xl,...,xd):e*T.e 2 e e 2.

e Szamoljuk ki V-t egyvaltozos integralként, polar koordinatas helyettesitéssel.

o A két eredmény Osszevetésével lassuk be, hogy

2V 27Td
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. Szamoljuk ki A, := fog cos” x dx -et, minden n =0,1,2,...-re.
. Legyen By C R? a témor egységgémb (golyé) Ré-ben, vagyis
By = {(azl,...,xd) ERd’xf—l—~-~+xfl < 1}.

(v.6. a gdmb definicidjaval — itt egyenlétlenség van.) Legyen by a d-dimenziés térfogata
Bg-nek. Szamitsuk ki by-t.

(Tipp: legyen f(r) azr sugari gomb felszine, g(r) pedig azr sugard golyd térfogata.) Gybzz
meg engem (és magadat), hogy ¢'(r) = f(r).

. Brobaljuk meg kiszamolni az eloz6 feladat-beli bg-t a nehéz uton: szeleteljiik fel a d + 1-
dimenzids golyot d-dimenzidsokra, hogy lassuk, hogy

1
bars = / bav/T — 22" da.
-1

. § > 0-ra legyen

az Euler gamma fliggvény. Ellenérizziik, hogy I'(s + 1) = s['(s) minden s > 0O-ra. In-
dukciéval ellendrizziik, hogy I'(n 4+ 1) = n! minden n € N-re.

. Szémoljuk ki T (§)-et. Fejezziik ki I'(s)-et faktoridlisokkal, minden félegész s > O-ra.
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9.

10.

11.

Legyen V' egy véletlen vektor R"-ben n-dimenziés standard Gauss eloszlassal, amiazt je-
lenti, hogy a stirtiségfiiggvénye

1 ofeeted
el

flor,...,0,) = We

Gondoljunk V-re mint egy m tomegl részecske sebesség-vektorara, igy eaz energia F =
%VQ. Szamoljuk ki az E val-valtozo eloszlasat. (Vagyis: adjuk meg az eloszldsfliiggvényt
és a stlirtiségfiiggvényt.)

A szabad gdz N darab m tomegfi részecskébdl all, amik egy V térfogati A C R3 dobozba
vannak zarva, és az energidjuk csak a momentumuktol fligg:

N
QBZ

ahol ¢q € AN a helyek vektora, p=(p1,...,Pn) € R3M pedig a momentumok vektora.

Az E energiaji mikrokanonikus fazistér Qi ; a {H = E} szintfelilet AV x R*V-ben. A

mikrokanonikus referenciamérték, pWe’, egy mérték a fazistéren, aminek a siirtisége

1
[VH]
(a feliileti térfogatra nézve).

Szamoljuk ki a mikrokanonikus allapotosszeget: Zmier(N,V, E) := 1708457 5 5)-

(Az ; szorzé magyardzatdt ldsd drdn.)

A szabad géz N darab m tomegfi részecskébdl all, amik egy V térfogati A C R3 dobozba
vannak zarva, és az energiajuk csak a momentumuktol fligg:

N
QBZ

ahol ¢ € A" a helyek vektora, p=(p1,...,0n) € R3N pedig a momentumok vektora.

A kanonikus fézistér Q37 = AV x R?™. A 3 hémérsékletii kanonikus eloszlas pij'i7; egy
valészintiségi mérték a fazistéren, aminke a stirtiségfiiggvénye e PH (a térfogatra
nézve), ahol A..,(N,V, ) normalizalé faktor.

Szamoljuk ki a kanonikus dllapotosszeget: Z,ic (N, V, E) := %Acan(N, V. B).
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Acan(vavﬁ)



