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A modern valésziniiségszamitas eszkozei
To6th Imre Péter
3. feladatsor

Legyen V' bels6 szorzat tér R felett, és legyen f : V' — R linedris forma. Legyen F := {y €
V| f(y) = 0} az f nulltere. Tegyiik fel, hogy f(a) =1, ¢ € E és a— ¢ meréleges E-re, vagyis
(a — ¢)y = 0 minden y € E-re. Ezek utdn minden x € V-re keressiik meg azt a A € R-et,
amire 1 := x — AMa — ¢) € E. Ennek segitségével keressitk meg az Osszefiiggést f(x) és
(a — ¢)x kozott.

Reprezentaljuk az alabbi f : V — R fiiggvényeket mint fix vektorral valé szorzast, amikor
csak ez lehetséges a Riesz reprezentacios tétel szerint.

a.) V =R a szokdsos belsd szorzéssal, f((z1,...,710)) := x5 (kiértékelés 5-ben)
b.) V = R a szokésos bels6 szorzdssal, f((z1,...,710)) := x6 — x5 (diszkrét derivalt 5-ben).
c.) V =RY a szokdsos bels6 szorzassal, f((xy,...,710)) = 26 — 225 + x4 (diszkrét masodik

derivalt 5-ben).
d) V==07"={z: N> R|>7 2%(i) <oc},az z-y =Y o, x(i)y(i) belsd szorzdssal;
)= X a(i).
i={r N R| Y2 2%(i) < oo}, az x -y := > o x(i)y(i) belsd szorzdssal;
=iy (1)
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e.)

Z’“<>\<>’:
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f) V=1 Z:OjZL‘ : N = R > 7, 2%(i) < oo}, az x -y == Y o0, x(i)y(i) belsd szorzéssal;
2) = Y2 23,

g) V = L*[0,1]) := {z : [0,1] — R| fol (t)dt < oo}, az x -y : fo t) dt belsd
szorzéssal; f(z) := x(1) (kiértékelés ——ben)

h.) V = L*([0,1]) _{x:[O 1]—>]R\f 2(t)dt < oo}, az T -y —fo y(t) dt belss
szorzéssal; f(z) := /(%) (derivalt § ben)

i) V = L¥[0,1]) := {z : [0,1] — R| f t)dt < oo}, az x -y = fo y(t) dt belss
szorzassal; f(x) := 00'2726(75) dt.

j) V=A{x:0,1] - R| fo t)dt < oo, f is derivalhaté}, az x -y = fo )y(t) dt belsé

szorzassal; f(x) —$(§)

k) V ={z:[0,1] — R| f t)dt < oo, fis folytonos}, az -y := fo y(t) dt belsé
szorzéssal; f(x) == x(3).
L) V=Ax:]0,1] — R| f t)dt < oo, f is folytonos}, az x -y = fo y(t) dt belsé

()dt

szorzassal; f(x) := 02

Definialjuk a o-algebréat a kovetkezdképpen::

Definition 1 Egy nem tres Q halmazra az Q részhalmazainak egy F csalddjat (vagyis F C
29 ahol 2% := {A: A C Q} az Q hatvdnyhalmaza) o-algebrdnak nevezzik Q felett, ha

e fecF
o ha A€ F, akkor A .= Q\ A € F (vagyis F zdrt a komplementer-képzésre)
o ha Ay, Ay, - € F, akkor (U2, A;) € F (vagyis F zdrt a megszamldalhato unio-képzésre).

Mutassuk meg a definici6 alapjan, hogy a o-algebra zart a megszamlalhaté metszet-képzésre,
valamint a véges unio- és metszet-képzésre.



3.4 (a) Feldobunk egy hamis érmét, amin a fej valészintisége 0 < p < 1. Legyen a £ valésziniiségi
valtozo a fej dobas indikatora, vagyis

- 0, ha fejet dobtunk
" 11, ha irdst

i. Jellemezziik ¢ eloszlasat (ami a p paramétertt Bernoulli eloszlds) a “klasszikus”
modon, a lehetséges értékek és valdszintiségeik felsorolasaval,
ii. valamint gy is, mint mértéket R-en, megadva P({ € B)-t minden B C R Borel
halmazra.
iii. Szamoljuk ki £ varhaté értékét.
(b) Feldobjuk az elébbi hamis érmét n-szer, és jeloljiikk X-szel a dobott fejek szamdt.
i. Jellemezziik X eloszlasat (ami az (n, p) paraméter(i binomiélis eloszlas) a lehetséges
értékek és valdszintliségeik felsorolasaval,
ii. valamint gy is, mint mértéket R-en, megadva P(X € B)-t minden B C R Borel
halmazra.
iii. Szamoljuk ki X varhato értékét integréldssal (ami jelen esetben igazabdl Gsszeaddas)
az eloszlas segitségével,
iv. és ugy is, hogy észrevessziik, hogy X = & + & + - - - + &, ahol & az i-edik dobas
soran a fej indikatora, és kihasznaljuk a varhaté érték linearitasat.

3.5 Az 0.a1asa3 ... terndris szam a tizedestort megfelelGje, csak 3-as szdmrendszerben. Vagyis
az aj, as, ag, . .. sorozatra, ahol a, € {0, 1,2}, definicié szerint
o
0 o
.ajasoag - - 1= 3_n
n=1

Konstrualjuk meg egy X véletlen valés szam terndris tort alakjat szabdlyos érmedobasok
sorozataval ugy, hogy az 1 szamjegyet kizarjuk. Vagyis
0, ha az n-edik dobas iras
Ay = . , .
2, ha az n-edik dobés fej

és legyen X = 0.ajaga3 ... (terndris). fgy X egy “egyenletesen” valasztott véletlen pont a
hires C' kozépsé harmad Cantor halmazbdl, aminek a definicidja

C:= {i%,an6{0,2}(n:1,2,...)}.

n=1
Mutassuk meg, hogy
(a) X eloszldsa minden pontnak nulla silyt ad — azaz P(X = z) = 0 minden z € R-re.
(Kovetkezés képpen X eloszlésfiiggvénye folytonos.)

(b) X eloszldsa nem abszolit folytonos (R-en a Lebesgue mértékre nézve).
3.6 A mérték folytonossiga

(a) Bizonyitsuk be a kdovetkezd tételt:

Theorem 1 (A mérték folytonossdga)
i. Ha (2, F, pu) mértéktér és Ay, As, ... mérhetd halmazok egy névekvd sorozata (vagyis
A; € F és A; C Aiyq minden i-re), akkor (U2, A;) = lim; oo p1(A4;) (és az egyenlet
mindkét oldala értelmes).



it. Ha (2, F, p) mértéktér, Ay, As, ... mérhetd halmazok egqy csokkend sorozata (vagyis
A; € F és Ay D A1 minden i-re), valamint p(A;) < oo, akkor u(NL,A;) =
lim; oo p(A;) (€s az egyenlet mindkét oldala értelmes).

(b) Mutassuk meg, hogy a masodik &llitdsban a pu(A;) < oo feltételre sziikség van, egy
ellenpélda konstrualasaval amikor a feltétel nem teljesiil.

3.7 A wvarhato érték linearitasanak hasznossdga. Egy épiiletben 10 emelet van, nem beleértve a
foldszintet. A foldszinten 10 ember beszall a liftbe, és mindegyik vélaszt egy cél-emeletet,
ahol majd kiszall, egyenletesen a 10 emelet koziil, fiiggetleniil a tobbiektél. Legyen X az
olyan emeletek szama, ahol a lift megall — vagyis azon emeletek szama, amit legalabb egy
ember vélaszt. Szamoljuk ki X véarhat6 értékét és szorasat. (tipp: Elészor gydzddjink meg
rola, hogy X eloszldsdt kiszamolni nehéz. Keressunk modot a vdrhato érték és a szoras
kiszamoldsdra az eloszlds meghatdrozdsa nélkiil.)



