A modern valésziniiségszamitas eszkozei
To6th Imre Péter
4. feladatsor

4.1 Legyen X = [0,1] és legyen p a Lebesgue mérték X-en. Legyen f(z) = 22. Irjuk le az fou
mértéket.

4.2 Legyen X = {(a1,a92,...)|ar € {0,1} minden k-ra} a {0,1} érték{i sorozatok halmaza.
Legyen p az a mérték X-en, amire

1

M({(alaa%"')€X|a'1:b1,...,aN:bN}):2—N

minden by, ..., by € {0,1}-re. Legyen f : X — R olyan, hogy

flay,ag,...) = Z o
k=1

=

frjuk le az f,u mértéket.
4.3 Tekintsiik a kovetkez6 (X, 1) mértéktereket:

I. X =10,1], 1 a Lebesgue mérték.

II. X =]0,00), p a Lebesgue mérték.
II. X ={1,2..., N}, u a szamldl6 mérték.
IV. X ={1,2...}, i a szdmldlé mérték.

Mutassunk példat olyan fi, fo,... és f fuggvényekre X-bol R-be, hogy f, konvergal f-hez

a.) majdnem mindeniitt, de L'-ben nem,
b.) L'-ben, de nem majdnem mindeniitt,
c.) L*ben, de L'-ben nem,
4.4 Az X valosziniiségi valtozé karakterisztikus fiiggvénye a ¥ : R — C fliggvény, amire V(t) =
E(eX). Szamoljuk ki a karakterisztikus fiiggvényét
(a) A B(p) Bernoulli eloszlasnak.

(b) A p paraméterti “pesszimista geometriai” eloszldsnak, vagyis azon {0,1,2... }-en vett
p eloszlasnak, aminek stlyai p({k}) = (1 —p)p* (k=0,1,2...).

(c) A p paraméteri “optimista geometriai” eloszlasnak, vagyis azon {1,2...}-en vett v
eloszldsnak, aminek silyai v({k}) = (1 — p)p*~t (k=1,2...).

(d) A X paraméterti Poisson eloszldsnak, vagyis azon {0,1,2...}-en vett 7 eloszlasnak,

aminek silyai n({k}) = e*’\% (k=0,1,2...).

(e) A X paraméterii exponencialis eloszldsnak, vagyis azon eloszlasnak R-en, aminek (Lebesgue
mértékre vonatkozd) striiségfiiggvénye
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M) = {O, ha nem



4.5

4.6

4.7

Szamoljuk ki az N (m,c?) normélis eloszlas karakterisztikus fliggvényét. (Emlékezziink a
régi definicidra: N(m, 0?) az az eloszlds R-en, aminek stirliségfiiggvénye (Lebesgue mértékre

nézve)
1 _@m?

f 2(x) = e 202

me (@) V2o

Megspérolhatunk némi papirmunkat, ha csak N (0, 1)-re végezziik el a szamoldst, majd erre
vezetjik vissza az altalanos esetet a normalis eloszlasok kozotti Osszefliggés alapjan. Ki

szabad és kell hasznélni, hogy
/ fmo2(x)dz =1

Domindlt konvergencia €s a karakterisztikus figguény folytonos differencidlhatosdga.
A Lebesgue dominalt konvergencia tétel a kdvetkezo:

minden m-re és o-ra.

Theorem 1 (domindlt konvergencia) Legyen (Q, F, ) mértéktér és leqgyenek fi, fo, . ..
meérhetd valos értékid fiigguények Q-n, amik pontonként konvergdlnak egy hatdrfigguényhez,
p-magdnem mindenditt. (Vagyis, lim, . fo(z) = f(z) minden x € Q-ra, kivéve esetleg x-
eknek egy nulla p-mértéki halmazdt.) Tegyik fel tovabbd, hogy az f,-eknek van egy kiézds
integralhaté majordnsa: van egy olyan g : Q — R, hogy | f.(x)| < g(x) minden x € Q-ra és
n € N-re, és [, gdp < co. Ekkor (minden f, és f is integrdlhatd és)

lim [ f,dp= / fdu.
Ennek a tételnek a felhasznédlasaval bizonyitsuk be az alabbi tételt:

Theorem 2 (a karakterisztikus fliggvény differencidlhatésiga) Legyen X valds értéki
valdszintiségi viltozo, V¥(t) = E(e'X) a karakterisztikus fiigguénye ésn € N. Ha X n-edik mo-
mentuma létezik és véges (vagyis E(|X|") < o0), akkor i n-szer folytonosan differencidlhato
és

Pp®(0) = *E(X*), k=0,1,2,...,n

Integral és hatdrérték felcserélhetésége. Tekintsikk az f, : [0,1] — R és g, : [0,1] — R
fliggvénysorozatok pontonkénti hatarértékét és az integraljaik hatarértékét. Van olyan f :
0,1] - Rés g : [0,1] — R fiiggvény, hogy f.(x ) — f(z) és gn(xz) — g(x) Lebesgue

majdnem minden = € [0, 1]-re? Mennyi hm ( [ fulz ) és hm ( [ gn(z )? Teljestilnek

a dominalt és a monoton konvergencia tetel valamint a Fatou lemma feltételei? Ha igen,
mit allitanak ezek a tételek ezekben a konkrét esetekben?

(a)

n2x ha 0 <z < 1/n,
fa(@)=<2n—n?r hal/n<z<2/n,
0 egyébként.

(b) [rjuk fel n-et n = 2% 4+ [ alakban, ahol k = 0,1,2... és{=0,1,...,2" — 1 (ez minden
n-re egyértelmiien megtehetd). Legyen ezutén

1 hag <z< 1;17
gn(z) =
0 egyebkent.



4.8 Integrdlok felcserélhetdsége. Tekintsiik a kovetkezd f : R? — R fiiggvényt:

1 ha O0<z, 0<yésO0<zx—y<I1,
f(x)=4¢—-1 ha 0<z,0<yésO<y—axz<1,
0 egyébként.
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Szdmoljuk ki [ (f f(x,y)d:c) dy-t és (f f(x,y)dy) dz-t. Mi a helyzet a Fubini

— 00

—00

tétellel?

o0
4.9 A valbs aq,as, as, ... szamokra definidljuk a [] ax végtelen szorzatot mint
k=1

o n

Hak = lim Hak,
n—oo

k=1 k=1

amikor ez a hatarérték létezik.

Legyen pq, pa, P3, - - - olyan, hogy 0 < p, < 1 minden k-ra. Mutassuk meg, hogy [[ (1—px) >

k=1
0 akkor és csak akkor, ha > p, < oo.
k=1
(Tipp: becsiljik (1 — p) logaritmusdt p-vel.)
4.10 Legyenek Xi, Xo, ... fiiggetlen valdszintiségi valtozok, amikre
9 1 1
Mutassuk meg, hogy EX,, = 0 minden n-re, de
Xi1+...X,

lim At An -1

n—oo n
majdnem biztosan.

4.11 Bizonyitsuk be, hogy valészintiségi valtozok bdrmilyen Xy, X,, ... sorozatdra (amik valds
értékiiek és kozos valdszintiségi mezon vannak definidlva) van olyan ¢y, co, ... szdmsorozat,
hogy

Xn : .
— — 0 majdnem biztosan.
Cn
4.12 Legyenek X, Xo,... fa. eo. valdszinliségi véltozék Bernoulli(p) eloszldssal valamilyen

p € (0;1)-re, de p # % Legyen Y := >~  27"X,,. (Ez asor abszolit konvergens.) Mutassuk
meg, hogy Y eloszldsa folytonos, de szingularis a Lebesgue mértékre nézve.



