Matematika B4
XI. gyakorlat

2006. aprilis 27.

1. Altalanos regresszié

Adott egy (X, Y") kétdimenzios valdszinliségi valtozo egylittes eloszlasa (példaul folytonos esetben sirliségfiggve-
nyével). X -et megfigyelver -t szeretnénk kozeliteni egy( X ) alaku tippeb fuggvénnyel. Az elkovetett” — k(X))?
négyzetes hiba atlagat szeretnénk minimalizalni, vagyis aftiggvényt keressik, amire

E((Y - k(X))?)
minimalis. Az 6ran tanult tétel kimondja, hogy ebben az esetben a megoldéas a feltételes varhato érték:
k(z) = E(Y | X =)

Ha pedig az elkdvetett abszolt hiba varhato6 értékét, 8487 — k(X)|) -t szeretnénk minimalizalni, akkor a leliet
legjobb tippelés ax” feltételes medianja.
Az els) esetben a feltételes siirliségfiggvéngfeltételes varhaté értékét kell kiszamolni:

oo

yfa1(ylz)dy

k(z)=EY | X =x) :/
A méasodik esethen @zor a feltételes eloszlasfiiggvényt szamoljuk ki:
Yy
i) = [ faneloyio
utana ezt;-del tessziik egyedvé:

1
Fyp(ylr) = B

és ebBl az egyenletbl y-t « figgvényeként ki kell fejezni, igy jutunk ag= k(x) fuggvényhez..

Feladatok:

1. A Duna holnaputani budapesti vizallasat akarjuk becsulni a mai bécsi vizallasbdl. Bar a két vizallas kézt szoros
kapcsolat van, azért pontosan nem lehet megmondani a vizallast, minekgttegy valészinliségi valtozo irja
le. Tegyuk fel, hogy mindkét vizallast egyés1 kozti szammal tudunk jellemezni, melynek legyen az egyiittes
eloszlasfliggvénye
fl@y)=2%(x+ (y—1)*) ahol0 <z < 1és0 <y < 1.

a) Hatarozzuk meg a budapesti vizallas eloszlasat a bécsi ismeretében, azaz mi a feltételes slirliségfiiggvény?

b) Mi annak a valoszinlisége, hogy budapesten alacsonynak névéahat0 és1/2 kozé esik) a vizallas,
ha Bécsben x volt? (Mennyi ez= 1/3-ra?)



c) ha mar ismerjik a bécsi vizallast, mire tippelink a budapestire, ha & legkisebb négyzetes hibat
akarjuk elkévetni?

d) és ha az abszolat hibat akarjuk minimalizalni?

2. X = RND1,Y = RND1 x RN D2 eloszés esetén lattuk, hogy az egylttes sirliségfigguény) = 1/z,
ha0 < y < x < 1 haromszdgdn vagyunk. Mi a regresszios gorbe, ha az abszollt hibat, illetve ha a négyzetes
hibat szeretnénk minimalizalni?

3. Az egységkoron valasztunk egyenletes eloszlas szeririPégdy) pontot. AzX koordinata ismeretében hogyan
kozelitendY'|-t, feltéve, hogy a hiba abszolutértéknégyzetét szertné minimalizalni?

4. Tobbpartrendszer eseten az egyes partokra leadott szavazatok szazalékos aranya valészinliségi valtozo. A Zéldek
az Osszes szavazatdk a Demokratadk az 6sszes szavazatokdnyadat kapjak, egyuttes eloszladufl, y) =
24zy,ha0 < z,0 < y,z +y < 1.
Ha a Demokratak az 0sszes szavazadtifk-at kaptak, mire tippeliink, mennyit kaptak a z6ldek?

2. Linearis regresszio

A gyakorlatban sokszor @hyben részesitjik a lineéris fliggvényeket, és keressik azt a linearis fliggvényt, amivel
tippelve X-b6l Y'-ra, a hiba négyzetének a varhaté éréke a legkisebb. Ennek az optimdlis linearis fliggvénynek a neve
regressziés egyeneaz egyenlete:
_ cov(X,Y)
y= W(i’? —E(X))+EY),
aholcov(X,Y) az X ésY kozotti kovariancia. Az egyenletet kicsit masképp felirva, az alabbi alakot kapjuk:

x— E(X)

= R(X,Y) o(X)

aholR(X,Y) = % az X és azy” kozotti korrelaciés egyitthatd.

Ha|R(X,Y)| = 1, akkor a két val6szinliségi valtoz6 kozott determinisztikus linearis fliggés vaR(MaY') =
0, akkor a két val6szinliségi valtozét egymastol korrelalatlannak nevezzik.

A kovariancia definiciéja:
cou(X,Y) = B((X — E(X))(Y — E(Y)))
Kibontva a zaréjeleket:
cov(X,Y) = BE(XY) — E(X)E(Y)

Az (X,Y) kovariancia métrixa egy szimmetrikus matrix, melynéktféjaban a szérasnégyzetek helyezkednek el, a
mellékatléban pedig aX ésY kozotti kovariancia. A kovariancia matrix tehat igy néz ki:



Feladatok:

5. Egy kétdimenzids valdszinliségi valtozo suruséngggv%mye(O <z <2z <y < 2z). Miyen k(y)
fuiggvénnyel érdemes a masodik koordinatabdl agtdippelni, ha az a célunk, hogy a tippelésnél elkbvetett
hiba négyzetének atlagos értéke sok kisérlet esetén minél kisebb legyen,

a) ha feltesszik, hogy(y) linearis,
b) hak(y) tetsdleges valds lehet?
6.* Ugyanaz a probléma, mint azoeb feladatban, de most a tipjgefiiggvényiink csak, /y alaku lehet?
Segitseq: itta

m(c) = E((X —cV/Y)?) = B(X?) + B(Y) - 2cE(XVY) = B(X?) + B(Y)(c? — 25502 - 2L
fuggveényt kell minimalizalni, ahat valtozhat.

7. X ésY egyuttes slrliségfuggvénygzr,y) = 60xy?, ha0 < z < 1,0 < y < 1 — x. Hatarozzuk meg a
kovarianciajukat!
Tegyik fel, hogy a masodik koordinatat tudjuk megfigyelni és & elsen megfigyelt adattol fidgn becsiljuk
azx = %(1 — y) képlet alapjan. Van-e ennél jobb médszer, ha négyzetes eltérés hibajat akarjuk minimalizalni?

8. Az (X,Y) kovarianciamatrixd} 3) Van-e linearis kapcsolaX ésY kozott?

9. Statisztikai adatok alapjan annak a valészinlisége, hogy ikersziletéskor mindkét gy@r8g,fannak a valo-
szinlissge, hogy mindkét gyermek laay8. Annak a valészin(isége, hogy azéeiker fill és a masodik lany
ugyanannyi, mint forditva. Jeloli¥ illetve Y az el®, illetve a masodik gyerek nemét, legyen a felvett ertékiik
fil esten 1, lany esetén 0. Szamitsuk ki¥ags aY” korrelaciés egyitthatojat! Hogyan tippelnériksmeretében
X-re linearis fliggvénnyel, ha a tippeles atlagos hibajat akarjuk minimalizalni?

10. Legyen(X,Y’) egyenletes eloszlasu(@, 0), (1,0), (0,2) pontok &ltal meghatarozott hAromsz6gon. Szamitsuk
ki Y-nak X -ra vonatkozo regressziés fliiggvényét!

11. Statisztikai adatok alapjan annak a valoszinlisége, hogy ikersziletéskor mindkét gyerak, fannak a valo-
szinlissge, hogy mindkét gyermek l1aay28. Annak a valészinisége, hogy azéeiker fil és a masodik lany
ugyanannyi, mint forditva. Jeloli¥ illetve Y az el®, illetve a masodik gyerek nemét, legyen a felvett ertékiik
fid esten 1, lany esetén 0. Szamitsuk kiXaés aY” korrelacios egyutthatéjat! Hogyan tippelnériksmeretében
X-re linearis fliggvénnyel, ha a tippeles atlagos hibajat akarjuk minimalizalni?

12.* LegyenekX ésY két véges szorasi valoszinliségi valtozé. Legyen X +Y, B = X — Y Bizonyitsa be,
hogyha tudjuk, hogyB-nek A-ra vonatkozé regresszios egyenese konstans, akkoéslY” szérasa egyed!

13. Magyarorszagon a 18 év feletti férfiak testmagassaganak atlagos érteke 178 cm, szérasakitetogyane-
zek az adatok:166 cm, és 8 cm. Focimeccseken a drukkerek 1@ymadbbiek férfiak. Mindkét nem testma-
gassaganak eloszlasat normalis eloszlasunak véve:

a) Miannak a valdszinlisége, hogy egy 170 cm-nel alacsonyabb szuékblé n
b) Adja megz figgvényében annak a valészinliségét, hogyzegy magas drukker férfi!

c) Hogyan tippeljunk a szurkolék testmagassagabdl a nemikre, ha a celunk az, hogy delghegyobb
valdszinliséggel helyesen tippeljunk?



