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1. Szórás

Az m várható értékűX valószínűségi változó szórása:

diszkrét esetben:D(X) = σ(X) =
√∑

k

(k −m)2 · pk =
√

E(X2)− (EX)2.

folytonos esetben:D(X) = σ(X) =

√
∞∫
−∞

(x−m)2 · f(x)dx =
√

E(X2)− (EX)2

2. Normális eloszlás

Tény:
∞∫
−∞

e−
x2
2 dx =

√
2π.

A standard normális eloszlás
sűrűségfüggvénye:ϕ(x) = 1√

2π
e−

x2
2 ha−∞ < x < ∞,

eloszlásfüggvénye:Φ(x) =
x∫
−∞

ϕ(t)dt ha−∞ < x < ∞.

A gyakorlati anyag utolsó lapján található egy táblázatΦ(x) értékeir̋ol.
Az m várható értékű,σ szórású normális eloszlás a standard normálisból származtatható:F (x) = Φ(x−m

σ )
Független, véges (kis) szórású valószínűségi változók összege nagyon jó közelítéssel normális eloszlásnak vehető.

Feladatok

1. Számítsuk ki aλ paraméterű exponenciális eloszlást követő X valószínűségi változó szórását és a várható
értékt̋ol való átlagos abszolút eltérését! Mennyi a medián, az alsó és a felső kvartilis, illetve általában ap-
kvantilis értéke? (Az F eloszlásfüggvényű eloszlásp-kvantilise az azx, amelyreF (x) = p; a medián és a
kvartilisek ennek speciális esetei rendrep = 1

2 , 1
4 , illetve 3

4 értékekkel.)

2. Számítsuk ki az[a, b] intervallumon vett egyenletes eloszlást követő X valószínűségi változó szórását és átlagos
abszolút eltérését! Melyik a nagyobb?

3. Számítsuk ki azf(x) = 2x ha 0 < x < 1 sűrűségfüggvényt követő X valószínűségi változó valamelyc
értékt̋ol vett átlagos eltérésének várható értékét (E(|X − c|)), illetve c-től való négyzetes eltérés várható értékét
(E((X − c)2))! Mely c-re lesz az egyik, illetve a másik érték minimális?

4. Mennyi az el̋oző 3 feladatban a következő valószínűségek értéke (m, σ a várható értéket és a szórást jelöli)?

a) P(m− σ < X < m + σ)

b) P(m− 2σ < X < m + 2σ)

5. LegyenX egy dobókockával dobott szám. MennyiX szórása? Mi a helyzetn oldalú "kocka" esetén?
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6. Egy dobozból, amiben 4 piros és 6 fehér golyó van, visszatevés nélkül kihúzok 3 golyót. JelöljeX a kihúzott
piros golyók számát! MennyiX szórása?

7. Egy ismer̋osömmel 7 órakor van találkozóm. Érkezése egyenletes eloszlású, öt perc szórással. Melyik az a
legkorábbi id̋opont, amikor ismer̋osünk biztosan megérkezik?

8. Mennyi az alábbi integrálok értéke, mit jelentenek?

a)
∞∫
−∞

ϕ(x)dx

b)
∞∫
−∞

x · ϕ(x)dx

c)
∞∫
−∞

|x| · ϕ(x)dx

d)
∞∫
−∞

x2 · ϕ(x)dx

9. Mutassuk meg, hogyΦ(−x) + Φ(x) ≡ 1

10. Számítsuk ki aΦ táblázat segítségével a következő valószínűségeket, haX standard normális eloszlású valószí-
nűségi változó!

a) P (X < 1.5)

b) P (X < −2.5)

c) P (X < 1.5)

d) P (X > −2.5)

e) P (−1 < X < 1)

f) P (−2 < X < 2)

g) P (−3 < X < 3)

h) P (0.3 < X < 1.3)

i) P (−0.3 < X < 1.3)

j) P (−1.3 < X < 1.6)

11. Számítsuk ki a standard normális eloszlás 0.9 és 0.2-kvantilisét!

12. EgyX valószínűségi változó várható értéke 0, szórása 1. Melyik esetben valószínűbb, hogyX > 1
2 ; akkor, ha

X eloszlása normális, vagy akkor, ha egyenletes?

13. Egy nagy populációban az emberek átlagos testmagassága 178 cm, a magasság szórása 9 cm (a magasság nor-
mális eloszlásnak tekinthető). Mennyi annak a valószínűsége, hogy egy véletlenszerűen kiválasztott személy
testmagassága 169 és 187 cm közé esik? Mennyi annak a valószínűsége, hogy ezen személy magasabb2 méter-
nél? Mennyi a testmagasság0.9 és0.2-kvantilis?

14. Megfigyelték, hogy egy napszakban egy metrókocsiban az átlagos utaslétszám 80 fő, a szórás 20 fő. Tételezzük
fel, hogy az utaslétszám közelíthető normális eloszlással. Mekkora a valószínűsége, hogy az utaslétszám egy
kocsiban

a) 50 f̋o alatt?

b) 80 és 100 f̋o között lesz?

15. Statisztikát készítek nővérem telefonási szokásairól. Sok havi megfigyelés után azt tapasztalom, hogy havonta
átlagosan4, 5 órát telefonál, a szórás pedig fél óra. Az egyik nagy telekommunikációs cégnél előfizetett egy
csomagra, ami keretében havi5 órát ingyen beszélhet le. Mi a valószínűsége, hogy túllépi az5 órát, azaz még
rá kell fizetnie? (A havi telefonálási időtartalmot tekintsük normális eloszlásúnak.)
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16. Kertemben napraforgót termesztek. Tapasztalatom szerint az átlagos évi termelés45 kg, és10 évenként általában
egyszer fordul el̋o, hogy50 kg-nál több a termelés. Milyen gyakran fordul elő, hogy37 kg-nál kevesebb a
termelés? (Ugyanis ilyenkor ráfizetéses a termelés.)

17. Számítógép segítségével generáltam nevezetes folytonos eloszlás szerinti véletlen számokat. Minden esetben
2000 kísérletet generáltam, és elkészítettem a hisztogramokat. Párosítsuk össze az eloszlásokat a hozzájuk tar-
tozó hisztogrammokkal. (Figyelem: hisztogramból is 8 van!)

a) (0, 1)-en folytonos egyenletes eloszlás

b) 2 paraméterű exponenciális eloszlás

c) 0.2 paraméterű exponenciális eloszlás

d) Arcussinus eloszlás ((0, 0) középpontú,1 sugarú félköríven egyenletesen választunk pontot, majd merőle-
gesen levetítjük az átmérőjére, lásd: 3. feladatsor 11. feladat)

e) Cauchy eloszlás ((0, 1) középpontú,1 sugarú félköríven egyenletesen választunk pontot. A kör középpont-
ján és a választott ponton fekvő egyenes elmetszi azx tengelyt, ennek a pontnak az eloszlása Cauchy, lásd:
3. feladatsor 12. feladat)

f) Standard normális eloszlás

g) 5 pontot egymástól függetlenül folytonos egyenletesen választunk a(0, 1) intervallumon, vegyük a máso-
dik legkisebb eloszlását (megfelelő paraméterű BÉTA eloszlás)

h) 5 pontot egymástól függetlenül folytonos egyenletesen választunk a(0, 1) intervallumon, vegyük a legna-
gyobb eloszlását (megfelelő paraméterű BÉTA eloszlás)

1. ábra.

2. ábra.

18. Az el̋oző feladat szimulálása során nem csak a hisztogramokat készítettem el, hanem a tapasztalati eloszlás-
függvényt is (F (x) = (x-nél kisebb kísérletek száma)/(az összes kísérletek száma)). Ezek lépcs̋os függvények,
csak 200 kísérletnél és ekkora felbontásnál ez már nem látszódik. Párosítsuk össze ezekt az előző feladatban elő-
forduló eloszlásokkal!
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3. ábra.

4. ábra.

5. ábra.

6. ábra.
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7. ábra.
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