Matematika B4
VIIl. gyakorlat

2006. aprilis 6.

1. Feltételes valészinlség

Vizsgalhatjuk egy 1) esemény bekdvetkezésének valdszinliségét ugy is, hogy ha tudjuk, hogy egyBhasiraény
bekovetkezett. Példaul ha a lottén azbelsszam talalt, és még most hlizzak az 6todik dgeéamot, akkor nagyobb
a telitaldlat valoszinlisége, mint a sorsolas megkezdése Alfenti jeldlésnélP(A|B) a feltételes valdszinliség.
(Olvasva:A val6szinlisége feltévB-t). Szamitasa:

P(A ésB)

PUAIB) = =55

. A baratommal snapszerozom. Ebben a jatéfestarab lap van, minden szidkb. Kios;tok5 — 5 lapot. Mi a
valoszinlisége, hogy az ellenfélnek van zéldje, ha neketiddem és két pirosam van? Es ha nem tudom milyen
lapjaim vannak (még nem néztem meg)?

. Egy szabdlyos kockaval dobunk. Mennyi a valészinlisége, tvogy dobunk, ha tudjuk, hogy: parosat dobunk?
legalabb3-ast dobunk? legfeljebb 5-6st dobunk?

. Feldobunk 2 kockéat. Mi annak a valészinlisége, hogy legaldbb az egyik kockan 2-est dobunk, ha mar tudjuk,
hogy a dobott szamok dsszege 6? Es ha nem tudunk semmit?

. Tegyik fel, hogy azonos eséllyel sziilnek az anyak lanyt illetve fitt. A kétgyerekes csaladokat vizsgéalva, mennyi
annak a valészin(isége, hogy két i van, ha tudjuk, hogy van fiti? Es mennyi az esélye, hogy van lany is, ha
tudjuk, hogy van egy fia?

. Egy iskoldba 260 ember jar, 230 tanul6 és 30 tanar. Egyszer egy influenzajarvany tort ki kdztik. Az orvos az
alabbi tablazatot készitette:

Beteg | Egészséges Osszesen Esemény
Fia 50 60 110 B1
Lany 40 80 120 B2
Tanar 10 20 30 B3
Osszeserni 100 160 260
Esemény| Al A2

a) Véletlenszerlien kihGzunk egy kartont. Mi a valészinlisége, hogy: i) filé? ii) betegé? iii) Beteg fiué?
b) Ha ebzetesen a fidk, lanyok és tanarok kartonjait kiilon fiokokba gy(ijtétték, én a lanyokébdl hizok, mi a
valészinlisége annak, hogy beteg lanyt huztam?

c) Az orvos szorgos asszistense egy kupacba kidobalta a fiokokbdl az 6sszes kartont, aki betegélolt. Ebb
véletlenszerilien hlzva egyet, mi a valdszinlisége annak, hogy tanarééz illet

d) (*) Ha ketHt huzok ugyaneli a beteg-kupacbdl egymés utan, mi a valoszinlisége, hogy&fitelssz,
a masodik lany? Es hogy mindkéfi lesz?



2. Szorzasi szabaly
Feltételes valészinliségek szorzasi szabalya (avagy Toronyszabaly):
P(An, Ap_1,... A)) = P(An|Ap_1,... As, A1) P(an—1|An—2a,... As, A1)-... P(A3|Aa, A1)-P(A2|A1)-P(A1)

6. Egy urnaban 3 piros, 5 fehér és 6 zéld goly6 van. KihGzunk kéziilik 3 goly6t. Mennyi a valészinlisége, hogy

elsbre pirosat, masodikra fehéret, harmadikra zéldet hGzunk, ha hlizas utan a golydkat a) Visszatessziik b) Nem
tesszik vissza?

7. Egy lakételepen csétanyirtast végeztek. AD elegykezelés még a csotanyok 60%-at irtja ki, de utana a csota-
nyok egyre inkdbb immunisséa valnak, igy a masodszorra mar csak a 40%, harmadszorra pedig csak a 20%-uk
pusztul el. Mi a valoszinlisége, hogy egy megjeldlt csotany a) Atvészeli a teljes eljarast? b) Az utolso irtaskor
pusztul el? c) Tuléli a kezelést, ha azéekezelés utan még lattak élve?

8. Egy dobozban 16 tranzisztor kdzul 3 hibas. Mi a valészinlisége, hogy harom egymés utan kivett tranzisztor
mikodképes?

9. Egy valszdmvizsgan 30 tétel van ezek kozil 6 a nevezetes eloszlasokkal kapcsolatod. ket si®belid
hallgato kihGz egy-egy tételt. Mi annak a valészin{isége, hogy a) Csakidzadlgaté hiz nevezetes eloszlasos
tételt? b) Mindkét hallgaté ilyen tételt hiiz (hizhatjak mindketten ugyanazt is!) c) Egyik sem huz ilyen tételt?

3. Teljes valoszinlség tétele

HaH,,H, 1,H, o,...,Hs, H; teljes eseményrendszert alkot (azaz paronként diszjunktak és egyutt kiadjak a biztos
eseményt), A pedig tetéleges esemény, akkor:

P(A) = P(A|H,) - P(Hy) + P(A|Hp-1) - P(Hyp—1) + ... P(A|Hy) - P(Hy)

10. Egy suli tanuldinak 80%-a lany. Az élsnatekvizsgan &ltalaban &k 15%-at, a fidk 10%-at hizzak meg. A
hallgatésagnak hany %-a bukik meg aZelzsgan?

11. Informacidink szerint azl céggel kotott lizleteink 60%-a,a céggel kotott zletek 70%-a bizonyul kedéez
nek. KetBjik kozill a hamarabb jelentkézéggel roégton két tzletet is kotiink. Feltehdiogy1/2 valészini-
séggel jelentkezik hamarabbB-nél, és forditva. Mi a valészinlisége, hogy a) ADdlgletkdtés kedverlesz?
b) Mindkét lizletkotés javunkra valik? c) Lesz koztiik rossz és j6 Uzlet is?

12. Iszékos Ivan a nap 2/3 részét kocsmaban tolti. Mivel a faluban 5 kocsma van, és nem valogatos, azonos eséllyel

tartozkodik barmelyikben. Egyszer elindulunk, hogy megkeressiik. Négy kocsmat mar végigjartunk, de nem
talaltuk. Mi a val6szinlisége annak, hogy az 5.-ben ott lesz?

4. Bayes tétel

Ha tudjuk, hogyA mar bekdvetkezett, mi annak a val6szinlisége, hogy ez ponfbsaseménnyel valésult meg?
(It H,, H,, ... H, ismételten teljes eseményrendszert alkot.) A definicio szerinti képletet felirva a szamlaléban a a
feltételes valészinliség, a nedeen a teljes valoszinliség képletét alkalmazva adédik a kovekiégtet:

P(A)  P(A[Hy)- P(H,) + ... P(A|Hy) - P(I)

13. A ketyere gyarban az A, B és C gépsoron allitjdk &ketyeréket. Az A gépsoron a ketyerék 25, a B-n 35, a
C-n 40%-at gyartjak. Az A gépsoronéglllitott ketyerék 5%-a, a B gépsorordéllitottak 4%-a, a C-n gyartott
ketyeréknek csak 2%-a hibas. A hibasakat félredobjak egy nagy kupachi. vEbttlenszerlien kiszedve egy
ketyerét, mi a valoszinlisége, hogy azt az A, B, illetve a C gépsoron gyartottak?




14.

15.

16.

Vandorlasai kbzben Odiisszeusz egy harmas Uteldgazashoz ér. Az egyik Ut Athénbe, a masik Spartaba, a harma-
dik Mikénébe vezet. Az Athéniek kereskenképség, szeretik amitani a latogatdkat, csak minden 3. alakalommal
mondanak igazat. A mikénéiek egy fokkal jobbék:csak minden méasodik alkalommal hazudnak. A szigoru
spértai neveltetésnek kdszonben a spartaiak becsiletesék,mindig igazat mondanak. Odusszeusznékeg

sincs, melyik Gt merre vezet, igy feldob egy kockat, és edyesElyt adva mindegyik Utnak. Megérkezve a
varosba, megkérdez egy embert, mennyi 2*2, mire kdzlik vele, hogy 4. Mi a val6szinlisége, hogy Odlisszeusz
Athénba jutott?

Az igazak varosaban az emberek 90%-a igazat mond, a hazugok varosaban az emberek 85%-a hazudik. Mivel
leflggdny6zott busszal hoztak ide minket, nem tudjuk melyikben vagyunk. Megkérdeziink egy embert, aki azt
mondja, hogy "Ez a hazugok varosa." Mi a valészinlisége, hogy igazat mond?

Egy binéris csatornanigelet1/3, az1 jelet2/3 valdszinliséggel adjak le. Mivel az adast az ellenséges politikai
erdk zavarjak, h&@-t adnak le, akkot /4 valészinliséggdl érkezik, ha pedig-et adnak le] /5 valdszinliséggel
0 érkezik.

a) Kaptunk egy-t. Mi a valoszinilisége, hogy ezkeént is adtak le?

b) Mi a val6szinlisége, hogyet kapunk?

5. Feltételes eloszlasok diszkrét esetben

17.

18.

Asztalos isméisOm készitett neketh 3, 4, 5, 6 oldal( szabalyos dobokockat. A kdvetkbgatékot jatszom: do-
bok a6 oldalt dobdkockaval, majd a dobott szamnak megbedddiali dobdkockaval dobok Ujra. Mi a masodik
dobas eloszldsa? (Magyarazat: pldets3-at dobok, akkor a masodik dob#&s3-1/3-1/3 valoszinliséggel lesz
1,2,3. Ha az elére 1-et dobok, akkor a masodik dobas mindiy

Bergengdéciaban minden csalddban legalabb legfeljebl3 gyermek van. Az orszagban idén tombol a auté-
vasarlasi laz. A tulkdltekezést megakadalyozand6 miniszteri rendelet mondja ki, hogy senkinek sem lehet tébb
autdja, mint a csaladjaban a gyermekek szama. A kdvetiédstazatban az egyes csaladfajtéak aranya szerepel:

1 gyerek | 2 gyerek| 3 gyerek
Oauté| 0.05 0.05 0.05
1 autd 0.15 0.25 0.20
2 autd 0 0.05 0.15
3 autd 0 0 0.05

Véletlenszeriien kivalasztunk egy csaladot.

a) Adjuk meg a gyerekek szamanak eloszlasat (azaz feledkezziink meg a kocsikrol)!
b) Adjuk meg az autok szamanak eloszlasat (azaz feledkezziink meg a gyéhékekr

¢) Ha tudjuk, hogy a véletlenszer{ien kivalasztott csala@ogyerek van, akkor mi a valdszinlisége, hagy
kocsijuk van?

d) Feltéve, hogy egy csaladbamuto van irjuk fel a gyerekek szadmanak eloszlasat!
e) Adjuk meg a kocsik és gyerekek szdmanak 6sszegének eloszlasat (segitség: fontos az atld)!
f) Adjuk meg a gyerekek szamanak és a kocsik szamanak killénbségének az eloszlasat!

6. Feltételes eloszlasok folytonos esetben

19. Vegyik a kbévetkdz 2-dimenziés valdszinliségi valtozot:

Elsd koordinataja legyen egy véletlen szai:= RN D;. A masik koordinataja pedig ez az érték beszorozva
egy masik véletlen szammal: = RN D; - RN D». Valamint definialjuk a kdvetkézeseményeket:
A={X>3}ésB={Y < i}.



a) Ellerdrizziik, hogy ennek a sirliségfiiggvénye:

1
f(.r,y):; , ha O0<y<z<l1

f) P(BJA) =?

20. Vegylk a kovetkdz 2-dimenzids valoszinliségi valtozot:

21.

22.

23.

Elsb koordinataja legyerX = /RN D;. A masik koordinataja pedig ez az érték beszorozva egy véletlen
szammalY = /RND; - RND.

a) Szamoljuk ki e 2-dimenziés valoszinliségi valtozo sirliségfiiggvényét!

b) P(Y < 1) =?

c) P(Y <y)=?

Vegyuk az alabbi str(iségfliggvényt:

flz,y)=— , ha O0O<z<l1, 0<y<az’

VY
a) lgazoljuk, hogy ez valéban slriiségfliggvény!
b) PIX+Y <1)="
c) P(X <uz)="
d P(Y <y)=?
e) P(Y <0.2|X <0.5)=?
f P(X+Y <1|X <05)=?
Vegyuk a kovetkdz 2-dimenziés valoszinliségi valtozot:

Elsb koordinataja legyei = /RN D;. A masik koordinataja pedig ez az érték beszorozva egy masik véletlen
szam négyzetgyokével: = /RND; - /RND-.

a) Szamoljuk ki e 2-dimenzids valészinliségi valtoz6 slirliségfliggvényét!
b) Legyent(z,y) = xy. Mennyit(X,Y") valoszinliségi valtoz6 varhato értéke?
c) Legyent(x,y) = xy?. Mennyit(X,Y) val6sziniségi valtozo varhatd értéke?

7. Feltételes eloszlas

Fontos az alabbi 6sszefliggés:
d
Ple<Y <dX =2) = [ finlole)dy = Fys(dis) - F(cle)
C

Feladatok:
Vegyuk ismét a 4.feladatban szefeploszlast!

a) P(Y € (0.3,0.4)|X = 0.5) =?



b) P(Y € (0.3,0.4)|X = 0.8) =7
c) P(Y € (0.3,0.4)|X = z) =?

25. LegyenekX ésY fiiggetlen 2 paraméterii exponencialis eloszlasu valdszinliségi valtozok.

a) P(X +Y <3) =2
b) P(X+Y <z) ="

c) P(X +Y < 3|X <2) =
d P2<X+Y <3y >1)="



