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1. Eloszlas- és sirlségfuggvény

Az eloszlasfliiggvény x pontban felvett értéke megadja, hog¥ amldszinliségi valtozé6 mekkora valészinliséggel
vesz fel azr szdmnal kisebb értéket:

F(zx) =P(X < x)

A félév soran olyan feladatokkal fogunk foglalkozni, ahol ez a fliggvény véges sok hely kivételével derivalhaté. Ekkor
jeloljik a derivaltjatf (z) = F’(x)-szel. f (x)-et slrlségfliggvénynek hivjuk.
Tetsdlegeda, b) intervallumba esés valoszinlisége, felhasznalva, gy vagy f(x) fuggvény ismert:

Pla < X < b) = F(b) — F(a) = /b Ft)dt

Az eloszlasfiiggvény jellenti
1. (—o0)-ben0-hoz,co-benl-hez tart,
2. monoton noévekd (nem feltétlendl szigortan!) vagyis ha < x4, akkor F'(z1) < F(x3),
3. folytonos eloszlas eloszlasfiiggvénye mindenhol folytonos.
A sliriségfiiggvény tulajdonsagai:

1. f(x) > 0 mindenz-re,

x

2. mindenz-re F(z) = [ f(t)dt, ezértF’(x) = f(x) majdnem minden olyan-re, aholF'(x) folytonos.

3. [ fydt=1
A valoszinliségi valtozé varhaté értéke:
E(X)= [ tf(t)dt
és tetsblegesu(X) fuggvényének varhatd értéke:

E(u(X)) = [ u(t)f(t)dt
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2. Exponencialis eloszlas

Egy valdszinliségi valtoz6 o6rokifju tulajdonsagu, ha teljesil rd a kovetk& > a + b|X > a) = P(X > b).
Azaz ha a valészin(iségi valtoz6 valaminek az élettartama, akkor az 6rokifju tulajdonsag jelentése akimetigez
a sz6banforgo targy "él", a tovabbi jGjét illetbleg esélyei olyanok, mint egy "Ujsz6l6tt" targynak.
Egy pozitiv értékl folytonos valdszinliségi valtoz6 akkor és csak akkor 6rokifja tulajdonsagu, ha exponencidlis elosz-
lasu.
Megjegyzés
Egy X eloszlasrél azt mondhatjuk, hogy 6regedik, P& > a + b|X > a) < P(X > b) teljesil ra.Példa egy
elhasznalodé alkatrész élettartama.
Hasonl6an azt mondhatjuk, hogy fiatalodik, amennyB&R > a + b|X > a) > P(X > b). Példa a Voronyezsbl
sz6ko katona milyen messzire tud eljutni a fronttol.

A paraméter(i exponencidlis sirliségfiiggvértye) = \e =7, eloszlasfiiggvényes (z) = 1 — e~ =,

A )\ paraméterii exponencialis eloszlas varhato értéks: Tehat ha egy exponencialis eloszlasu valészinliségi
valtoz6 varhato értéke adott, akkor a paramétere a varhato érték reciproka.

Feladatok

1. Az alabbi fiiggvények melyike lehet eloszlasfiiggvény (ahol a fliggvény nincs megadva, ott automatikusan 0):

a)
Flz)=1+e*" ha —-1<uz
b)
Gla)=2— —2 ha 20
T= r+1 v=
c)
H(z)=1—¢e" ha x>0
d)

I(x):£(4—x) ha 0<zx<2 és 1 ha z>2

2. Az aldbbi figgvények melyike slrliségfliggvény (amelyik tartomény nincs megadva, ott a fliggvény 0):

a)

fle)== ha z>1
b)

sin(zx)

g(x) = 5 ha 0<z<?2
c)

h(z) = %sm(g) ha O0<z<pi és 3w_1ln(3) ha <0
d)

i(x)=2e"* ha x>0
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Egy tluzérségi Iovedék a célterliletet eggugaru korén belll éri el. A kéron barmely teriletre érkezés valé-
szinlisége aranyos az adott teriilet sgamaval. Az X valoszinliségi valtozo jelentse a becsapddas pontjanak
tavolsagat a céltertlet kozéppontjatdl. Hatarozzuk meg X eloszlasfuggvényét és sirliségfuggvényét! Mennyi
annak a val6szinlsége, hogy a lévedék gxill 3r /4 sugarakkal hatarolt kérgy(ri{ belsejébe esik?

. Egyl hosszlsagi ropit talalomra valasztott pontban kettétériink. Mi az igy keletkezett darabok kozil a révideb-

bik eloszlasfliggvénye?

. A[0,1] intervallumon egyenletes eloszlassal és egymastél fliggetlendil kijel6liink 4 pontot. Mi a nagysag szerinti

3. pont eloszlasfiiggvénye? Es a siirliségfiiggvénye? Es ha 10 pontot valasztunk, mi a 6. eloszlasfiiggvénye?

. Valasszunk az egységnégyzetben egyenletesen egy pontot. Jedfientnak a négyzet legkdzelebbi oldalatél

vett tAvolsagat. Hatarozzuk meg Azeloszlasat! Mi annak a valészinlisége, hogy a pontunk tavolabb van az
oldalaktol, mint 1/4?

. Egy tavolsagi busz egyenletes eloszlas szerintérkezik a megélldba, munkanapokon 13:00 és 13:15 koz6tt, hét-

végén 13:00 és 13:10 kozott. Utazasaim 1/3-a hétvégére, 2/3-a hétkdznapra esik. Mindig 13:00-ra érkeziink a
buszmegalloba. Hatarozzuk meg a buszra varakozas eloszlasat. Mi annak a valdszinlisége, hogy kevesebb mint
5 percet kell varakoznunk?

. Egyenletesen valasztunk egy félkoriven egy pontot, vagyis egy adott ivhosszba esés valdszinlisége aranyos az

ivhosszal. Az igy kapott pontot a kdzéppontbdl kivetitjik a félkor afigéel parhuzamos éritite, amely egy
szamegyenes, ahol az érintési pont a 0, és a skadldzasa megegyezik a félkérével. Mi annak a val6szinlisége, hogy
a kivetitett pont & —oo, 2) intervallumba esik? Es annak a valészin{isége, hogylal) intervallumba esik?

(Az igy kapott eloszlas a Cauchy eloszlas.)

. Egyenletesen valasztunk egy pontot az egységsugaru félkdriven, majd az igy kapott pontot levetitjiilbaz atmeér

re. Mi annak a valoszinlisége, hogy az igy kapott pdrt@>s, 0,5) intervallumba esik? Mi annak a val6szin(-
sége, hogy kisebb, mint 0? Es, hogy kisebb, mf?lt? (Az igy kapott eloszlas az Arcussinus-eloszlas.)

Egyenletesen vélasztunk egy pontdt-a, 1] intervallumban, jel6ljuk ezfX-szel. Mi annak a val6szinlisége,
hogy X < 0,5 ? Es ha a pontunkat [@, 1]-ben valasztjuk egyenletesen? Mi lexZ eloszlasfuggvénye?
Es a slrliségfiiggvénye? Mi lesz a varhat6 értéke? Milyem leszF(z) = 0,5? (Azt azx szamot, melyre
P(X < x) = 0,5, az X valoszinlségi valtoz6 medianjanal nevezziik. Hasonlitsuk 6ssze a varhato értékkel!)

Egy buszmegalléban annak a valészinlisége, hogy a kdvelercen belill jon bust — e8¢, Mi annak a
valoszinlisége, hogy tébb, mint 10 percet kell varakoznunk? Es annak, hogy kell varnunk legalébb 5 prcet, de
legfeljebb 10-et? Mi a varakozasi@dk varhatd értéke? Mi annak a valészinlisége, hogy ha mar sikertelen(l
vartunk 4 percet, akkor kell még varnunk legalabb 10 percet?

LegyenX? egyenletes &), 1]-en. Mi leszX eloszlasa? Mi a medianja, varhatd értéke?

Egy alkatrész napokban kifejezett élettartaméanak slrliségfliggyénye- % haz > 1. Mi annak a val6-
szinlisége, hogy ha januéar 26-an (a szuletésnapomon) hoztuk haza a boltbél, akkor februar 1-én még mikodik?
Melyik alkatrészt érdemesebb megvenni? Azt, aminek sirlségfiggy&mye= w% haz > 1, vagy ezt?
Atlagosan mennyit bir a kétféle miségi alkatrész?

Szamitsuk ki & paraméter(i exponencialis eloszlas varhato értékét!

Bizonyitsuk be, hogy az

PX<z)=F(z)=1-e* haz>0

PY <y)=G(y)=1—eVY hay>0

eloszlasfuiggvényekkel megadott X és Y valdszinliségi valtozok kdziil az egyik éregetasik fiatalodd!

Egy utcai telefonfilke foglalt, amikor odaérek. A beszélgetés hossza véletlen, percekber% paérameéter(
exponencialis eloszlasu. Mi a valészin(isége, hogy 5 perc mulva sem kerllék sorra? Mi a helyzet akkor, ha
tudjuk, hogy odaérkezésiinkkor mar 2 perce tart a beszélgetés?



17. Adott tipusu elektromos berendezések 2%-a 1000 tzemdran belil elromlik. Tegyik fel, hogy a meghibasodasig
eltelt idd exponencialis eloszlast kovet. Mekkora a valészinlisége, hogy egy ilyen berendezés az atlagosnal
tovabb mikodik?

18. Egy 6rokifju tulajdonsagu viIIanka‘rténél annak a valészinlisége, hogy 2000 oranal tdbbet izemel. Egy va-
rosban 200 ilyen &f helyeziink el. Mi a valdszinlisége annak, hogy 200 6ra elteltével éppend 50aegt?



