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1. Eloszlas- és sirtiségfiiggvény

Az F eloszlasfiiggvénynek egy x pontban felvett F'(z) értéke megadja, hogy az X valdszintiségi valtozé mekkora
valészintiséggel vesz fel az z szamndl kisebb értéket:

F(z)=P(X <x)

(A félév folyaman olyan folytonos eloszldsokkal fogunk foglalkozni, amelyek minden pontot 0 valdszintiséggel vesz-
nek fel.) TetszSleges zdrt [a, b] vagy nyilt (a, b) intervallum esetén az intervallumba esés valdszintisége kifejezhetd
az eloszlasfiiggvény segitségével:

Pla < X <b)=F(b) — F(a)

Pla < X <b) = F(b) — F(a)

A félév soran csak olyan folytonos eloszldsokkal fogunk foglalkozni, melyekre az eloszldsfiiggvény véges sok hely
kivételével derivdlhat6 (a mérnoki gyakorlatban fontos eloszlasok ilyenek). A derivdltat f(x) = F'(x)-szel jeloljiik
és stirtiségfiiggvénynek hivjuk.

TetszGleges zdrt [a, b] vagy nyilt (a, b) intervallum esetén az intervallumba esés valdszintisége kifejezhetd a siird-
ségfiiggvény segitségével is:

b
Pla< X <b)= | f(z)dz

Pla < X <b) :/bf(x)dx

(Természetesen félig nyilt, félig zart intervallumokra is igazak a megadott képletek.)

Az eloszlasfiiggvény jellemzoi:

1. (—o0)-ben 0-hoz tart,

2. oo-ben 1-hez tart,

3. monoton ndvekvs (nem feltétleniil szigordan!) vagyis ha 1 < x9, akkor F'(z1) < F(x3),

4. folytonos eloszlds eloszlasfiiggvénye mindenhol folytonos.
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A siiriiségfiiggvény jellemzGi:

1. f(z) > 0 minden z-re,



o0

2. :f f(x)dz =

Az eloszlasfiiggvény és a siiriségfiiggvény kapcsolata:

1. minden x-re F(x f () f f(x)dz

(A két integral képlet koziil a masodik egy kicsit pongyola, mert az x betiit két kiilonbdz6 szerepben is hasznélja.
Mégis, sok elony is fakad abbdl, hogy az x betfit helyett nem haszndlunk ¢ betfit.).

2. F'(z) = f(x) minden olyan z-re, ahol f(z) folytonos.

2. Exponencialis eloszlas
Egy valdszintiségi valtoz6t orokifja tulajdonsaginak neveziink, ha teljesill ra a kovetkezo:
P(X >a+bX >a)=P(X >b)

teljesiil minden pozitiv a és b esetén. Ha a val6szinfiségi valtozé valaminek az élettartama, akkor az 6rokifja tulajdon-
sag jelentése a kovetkezd: amig a szébanforgé targy "él", a tovabbi jovjét illetSleg esélyei ugyanolyanok, mint egy
ugyanilyen tipusd "djszolott" targynak.

Fontos tény, hogy egy pozitiv értékii folytonos valdsziniiségi valtoz6 akkor és csak akkor orokifju tulajdonsagu,
ha exponencidlis eloszlasu.

A A-paraméter(i exponencidlis siiriségfiiggvénye:

f(z)=Xe ™ (z>0)
eloszlasfiiggvénye:
F(z)=1—e? (z>0)

A )\ paraméterli exponencidlis eloszlds vdrhaté értéke: 1/, azaz a A paraméter a vdrhat6 érték reciproka. (Tehat a
varhato érték és a paramétere egymasnak reciprokai.)

3. Feladatok

1. Az alabbi fiiggvények melyike lehet eloszlasfiiggvény (ahol a fiiggvény nincs megadva, ott automatikusan 0):

a) Fz)=1+e*" ha —1<uz

b) G(z)=2— 27 ha >0

c) Hz)=1—e™® ha x>0

d) I(x)=%(4—2) ha 0<z<2 é 1 ha x>2
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2. Az alabbi fiiggvények melyike siirliségfiiggvény (amelyik tartomdny nincs megadva, ott a fiiggvény 0):

a) fzx)=2 ha z>1
b) g(x) = Sm(w) ha O<z<2
) h(z) = 75m(%) ha O<z<pi é 3°1n(3) ha x<0

d) i(z) =22 ha x>0



3. Egy X val6szintiségi valtoz6 strtiségfiiggvénye:
c z z
f(z) = e ha x € [0, 1], egyébként 0.

a) Hatdrozzuk meg c értékét!

b) P(1/3 < X <2/3) =7

¢) Hatdrozzuk meg az eloszlasfiiggvényt.
d) P(1/2< X <3/2| X >1/4)="

e) P(1/2< X <1|1/4< X <3/4) ="
) P1/2<X<1|X<1/4)="

4. Tegyiik fel, hogy egy r-sugart céltablan a taldlat helye egyenletes eloszlasd. A taldlatnak a kozépponttdl valod
tavolsaga legyen X. Hatdrozza meg X eloszlas- és stirtiségfiiggvényének képletét.

5. Hatdrozza meg az aldbbi X valdsziniiségi valtozok eloszlas- és stirtiségfiiggvényének képletét (ahol RN D -
szamitogép 4ltal generalt - egyenletes eloszldsu val6szinidségi valtozot jelent 0 és 1 kozott):
a) X =3RND
b) X=1—RND
¢) X =(-3)RND
d) X =3RND+7
e) X=cRND+d
f) X=cRND" +d
g) X =2rRND
h) X = sin(2rRND)

6. Hatarozza meg az aldbbi valdsziniiségi valtozok eloszlds- és siirtiségfiiggvényének képletét (ahol RN D és
RN D, - szamitogép altal generdlt - fiiggetlen, egyenletes eloszldsu valdszintiségi véltozokat jelentenek O és 1
ko6zott):

a) X =RND; + RND,
b) X =2RND; +3RND;,
¢) X =3RND; —2RND,
d) X = RND; - RND
e) X =RND;/RND:,
7. Hatdrozzuk meg RN D? eloszlds- és siirtiségfiiggvényét. Mi a valészintisége, hogy RN D? az (1/2,3/4) in-

tervallumba esik? Mi a valdszintisége, hogy az (1/2,3/4) intervallumba esik, ha tudjuk, hogy nagyobb, mint
1/37

8. A [0,1] intervallumon egyenletes eloszlds szerint és egymastdl fliggetleniil kijeloliink 2 pontot. Mi a nagysag
szerinti

a) nagyobbik,
b) kisebbik
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eloszlas- és stiriségfiiggvénye, illetve varhato értéke?

9. A [0,1] intervallumon egyenletes eloszlds szerint és egymastdl fiiggetleniil kijeloliink 8 pontot. Mi a nagysag
szerinti



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

a) legnagyobb,

b) negyedik legkisebb,
¢) hetedik legkisebb,
d) legkisebb

v

eloszlas- és stirtiségfiiggvénye? Ellendrizziik, hogy a hetedik legkisebb eloszlasfiiggvényének derivaltja meg-
egyezik a stiriségfiiggvényével.

Egy buszmegalléban annak a val6sziniisége, hogy a kivekezd t percen beliil jon busz 1 — e~*/%, Mi annak a

valészintisége, hogy tobb, mint 10 percet kell varakoznunk? Es annak, hogy kell varnunk legalabb 5 percet, de
legfeljebb 10-et? Mi annak a val6észinfisége, hogy ha mar sikerteleniil vartunk 4 percet, akkor kell még ezutin
varnunk legaldbb 10 percet?

.

Egy alkatrész napokban kifejezett élettartaménak stirtiségfiiggvénye f(x) = 1,2—3, ha x > 1. Mi annak a val6szi-
niisége, hogy 8 nap milva még miikodik? Melyik alkatrészt érdemesebb megvenni? Azt, aminek siirliségfiigg-
vénye f(z) = -, hax > 1, vagy ezt?

Adott tipust elektromos berendezések 2%-a 1000 tizemoran beliil elromlik. Tegyiik fel, hogy a meghibasodasig
eltelt id6 exponencidlis eloszladst kdvet. Mennyi ennek az alkatrésztipusnak az atlagos élettartama? Mekkora a
valészintisége, hogy egy ilyen berendezés az dtlagosnél tovabb miikodik?

A teds-bogrék élettartama 6rokifju tulajdonsagu. (Miért?) Csaladunkban az dtlagos élettartamuk csak 5 honap.
Mekkora a valdszintisége, hogy egy vadonat Uj teds-bogre 1 évet is tiilél? Kedvenc bogrém mar 2 és fél éves.
Mekkora a valészintisége, hogy 1 év muilva is ihatok belSle?

Egyenletesen vélasztunk egy félkoriven egy pontot, vagyis egy adott ivhosszba esés valdszinlisége ardnyos az
ivhosszal. Az igy kapott pontot a kozéppontbdl kivetitjiik a félkor atmérdjével parhuzamos érintére, amely egy
szamegyenes, ahol az érintési pont a 0, és a skdlazasa megegyezik a félkorével. Mi annak a valdszinfisége, hogy
a kivetitett pont a (—o0, 2) intervallumba esik? Es annak a valészintisége, hogy a (—1, 1) intervallumba esik?
(Az igy kapott eloszlds a Cauchy eloszlds.)

Egyenletesen valasztunk egy pontot az egységsugaru félkoriven, majd az igy kapott pontot levetitjiik az 4tmérd-
re. Mi annak a val6sziniisége, hogy az igy kapott pont a (—0.5,0.5) intervallumba esik? Mi annak a valészin(-

sége, hogy kisebb, mint 0? Es, hogy kisebb, mint @? (Az igy kapott eloszlds az arcus sinus-eloszlds.)

Egyenletes eloszlds szerint vélasztunk egy pontot a [—1, 1] intervallumban, jeloljikk ezt X-szel. Mi annak a
valészintisége, hogy X® < 0,5 ? Es ha a pontunkat a [0, 1)-ben vdlasztjuk egyenletesen? Mi lesz X eloszlés-
fiiggvénye? Es a stirtiségfiiggvénye? Milyen z-re lesz F(z) = 0,5, vagyis mennyi, az X valészintiségi valtozé
medidnja?



