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1. Tobbdimenzios diszkrét eloszlasok
1. Vegyiik azt a két dimenzids diszkrét eloszlast, aminek a valdszintiségeit az alabbi tablazat hatdrozza meg.

x\Y|1 2 3
1 |01 02 02
2 (01 02 0
3 /01 0 01

a) Mi a val6észintisége, hogy X =2ésY =17
b) Mi a valdszintisége, hogy Y = 37
¢) X?2Y vérhat6 értéke?
d) Feltéve, hogy Y = 3, mi X eloszldsa?
e) Mi X eloszlasa?
f) Filiggetlen-e X és Y?
2. Van 20 konyvem a polcon. Sorban elolvasom a cimeiket, €és mindegyik konyvet 0,6 valdsziniiséggel leveszem a

polcrol. A levett konyveket még atszelektdlom, é€s mindegyiket 0,5 valdsziniséggel kidobom az ablakon. Adjuk
meg az ablakon kidobott konyvek szdmdnak eloszl4sat!

3. El6szor egy kockaval dobunk, majd annyi érmével, ahanyast a kockdval dobtunk. Mi a valészintisége, hogy a
kockaval 4-est dobunk és 2 fejet kapunk? Mi a valészintisége, hogy 5 fejet kapunk?

2. Kétdimenzios folytonos eloszlasok
Stirtiségfiiggvény tulajdonsagai:
flz,y) =0 V zyeR

—00 —0O0

Az A tartoményba esés valGsziniisége:

P(A) = //f(x,y)dxdy
A



A t(X,Y) valdszintiségi valtozo6 varhato értéke:
o0
oo
Specidlisan X és Y szorzatdnak varhaté értéke:

7 7wyf (z,y)dzdy

—00 —O0

t(z,y) - f(z,y)dedy
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8
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4. Az aldbbi fiiggvények melyike siiriségfiiggvény? (Amelyik tartomdny nincs megadva, ott a fiiggvény 0.)

a)
4
f(x,y):g(x+xy+y) , ha 0<z<1, O<y<l
b)
flzy)=Xe @) ha >0, y>0
c)
flz,y)=4zy—10 , ha 2*+y*<1
d)
1
f(w,y):; , ha 0O<y<z<l

2. 2

5. Hatédrozzuk meg c-t gy, hogy f(x,y) stirliségfiiggvény legyen:

fx,y)=cy , ha x>0, y>0, x+y<l

6. Vegyiik az f(x,y) = A2e~MaHY) fiiggvényt. Szamitsuk ki az alabbi események val6szintiségét:

a) 0< X <1é0<Y <1
b) 1< X <5és2<Y <8
) 0<X<1
d3<Y<5b
e) 1 < X <5feltéve,hogy2 <Y < 8
f) X < x (X eloszlasa). Szamitsuk ki a stiriségfiiggvényt is.
7. Legyen X a [0, 1]-en egyenletes, Y pedig az [X, 1]-en egyenletes. Mi az egyiittes stirtiségfiiggvényiik? Mi X

véarhat6 értéke? Mi Y vdrhat6 értéke? Mi a szorzatuk, azaz XY vérhat6 értéke? Igaz-e, hogy ez a varhat6 értékek
szorzata?

8. Tekintsiik a kovetkezd 2-dimenzids valdszintiségi valtozot:
Az elsd koordinata Normadlis eloszlast kovet 4 = 5, o = 2 paraméterekkel. A mdsodik koordindta egyenletes
eloszldsu a [0, 1] intervallumon.
a) Szamoljuk ki a valészinliségi valtozo stiriségfiiggvényét!

b) Legyen t(x,y) = xy. Mennyi t(X,Y") valésziniiségi valtozé varhaté értéke?



¢) Legyen t(z,y) = x%y. Mennyi (X, Y) valésziniiségi véltozé vérhat értéke?

9. Vegyiik a kovetkezd 2-dimenzids valészintiségi valtozot:
Els6 koordinataja legyen X = /RN D;. A masik koordinatdja pedig ez az érték beszorozva egy masik véletlen
szdm négyzetgyokével: Y = /RN D; - /RN D,.

a) Szamoljuk ki e 2-dimenzids valdsziniiségi valtozo stirliségfiiggvényét!
b) Legyen ¢(z,y) = xy. Mennyi t(X,Y') valdsziniiségi valtozé véarhaté értéke?

c) Legyen t(z,y) = xy?. Mennyi t(X,Y) valészintiségi véaltoz6 varhat6 értéke?

3. Feltételes eloszlas

Fontos az aldbbi 6sszefliggés:
d
Ple<Y <diX =) = [ fan(ylo)dy = F(dfo) ~ Faa(clo)

10. Legyen f(x,y) = % ha0 <y <z < 1, egyébként 0. Vdlaszoljuk meg az aldbbi kérdéseket:

a) P(Y < 0.4/X =0.5) =7

b) P(Y < 0.4|X =) =7

c) P(Y € (0.3,0.4)|X =0.5) =?

d) P(Y €(0.3,04)|X =0.8) =?

e) P(Y € (0.3,04)| X =z) =7

f) P(X <0.7Y =0.5) =?

g) P(X <0.7Y =z) =7

h) P(X € (0.5,0.7)]Y =0.1) =?

i) P(X €(0.5,0.7)]Y =0.4) =2

) P(X €(05,0N|Y =y)=?
11. Legyenek X és Y fiiggetlen 2 paraméterii exponencidlis eloszldsu valdszinliségi valtozok.

a) P(X+Y <3)=?

b) P(X+Y < z2)="

) P(X+Y <3|X <2)=?

d P2<X+Y <3|V >1)=?

4. Fiiggetlenség

v o

X,Y val6szintiségi valtozok f(x,y) kozos siirliségfiiggvénnyel. X és Y pontosan akkor fiiggetlenek, ha f(x,y) =
f1(x) f2(y) alakban &l el8. Ezzel ekvivalens megfogalmazédsok az aldbbiak:

fon(z,y) = foly) illetve  fip(z,y) = fi(z)

12. Fiiggetlenek-e az alabbi kozos stirtiségfiiggvénnyel rendelkezd valdszintiségi valtozok?

a) f(x,y):%ha0<y<x<1



b) f(z,y)=2hal<y<z<1
¢ flz,y)=1/2ha0<ax<1é0<y <2
d) f(z,y) =2e""Yha0<zés0<y

13. Vegyiik az aldbbi stiriségfiiggvényt:
flz,y)=24ry ,ha O<z, O<y, a+y<l

a) Fuggetlen-e X és Y?
b) P(X <u,Y <wv)=7, aholu,v>0 é u+wv<]l.
14. Vegyiik az alabbi stiriségfiiggvényt:
flz,y)=1 ,ha O0<z<1l, 0<y<21-u2).

a) P(X <z,1<Y <3)=?
b) Fuggetlen-e X és Y?

5. Eloszlas transzformaciok

e Egy dimenzids eloszlasok transzformaltja egy dimenzids eloszlasba:

Ha van egy X val6szintiségi valtozénk F'(x) eloszldsfiiggvénnyel és y = t(x) egy "sima" invertdlhatd fiiggvény
(x = t~(y)), akkor az Y = (X) val6sziniiségi véltozé G(y) eloszlasfiiggvénye konnyen szamolhat6, amibdl

derivalassal kaphatunk stiriségfiiggvényt.
Ha y = ¢(x) egy novekvd fiiggvény, akkor
Gly) =P(Y <y) =PH(X) <y) =P(X <t7'(y)) = F(t"'(y)
Ebbdl derivalassal kapjuk, hogy
9(y) = FE W)t ()
Ha y = t(x) egy csokkend fiiggvény, akkor
Gly) =P(Y <y) =P(H(X) <y) =P(X >t7'(y)) =1~ F(t"'(y))
Ebbdl derivaldssal kapjuk, hogy
9(y) = =t W) )
A ko6z06s formula ami mind ndvekvd, mind csokkend transzformacidk esetén alkalmazhaté a kovetkezo:

g(y) = fE ) [t ()]

e Tobb dimenzids eloszldsok transzformadltja egy dimenzids eloszldsba:

Ha van egy (X,Y") kétdimenzids val6szintiségi véltozénk f(z,y) strliségfiiggvénnyel és egy z = t(z,y) fiig-
gvényiink, akkor a Z = t(X,Y") val6sziniiségi véltoz6 R(z) eloszlasfiiggvénye a kovetkezs képpen szamolhat6:

R(z2)=P(Z < 2) =P#(X,Y) < 2) =Pt(X,Y) € (—00,2)) =P((X,Y) € A,)

vagyis

R = [ /A S oy

ahol az A, intervallum a (—oo, z) intervallum Gsképe, vagyis A, = {(z,y) : t(z,y) in(—oo, 2)}
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X egyenletes eloszlasd az {1, 2, 3,4 ,5,6 } halmazon (pl dobdkocka). Milyen eloszlast kovetaz Y = 3X + 7

/////

/////

X egyenletes eloszldsa 0 és 2 kozott. Milyen eloszldst kovet az Y = tg(X) valészintiségi valtoz?

2

X exponencidlis eloszldst 0, 5 paraméterrel. Adja meg X2 eloszlds- és siiriségfiiggvényének képletét!
Vegyiik azt a két dimenzids (X, Y') val6sziniiségi valtozot, aminek eloszldsdt az aldbbi tabldzat adja meg:

X\v|]1 2 3
1 [01 02 02
2 {01 02 0
3 /01 0 01

a) Mennyi X varhat6 értéke?
b) Mennyi XY varhato értéke?
¢) Mennyi X? 4 Y vérhat6 értéke?

X ésY fiiggetlenek és kiilon-kiilon egyenletes eloszlastak 0 és 1 kozott. Legyen

U=XY
Y
V=x

Hatdrozza meg

a) (U, V) eloszlésit,
b) U eloszlasét,

c) V eloszlasat!
(X,Y) stirliségfiiggvénye

f(;v,y)zGOny,haOng1ésO§y§1—x

Legyen
U=XY
Y
V=%

Hatarozza meg
a) (U,V) eloszlésit,
b) U eloszlasat,

¢) V eloszlasat!

Tegyiik fel, hogy (X, Y) egyenletes eloszlast kovet a (0, 0), (2,0), (0, 1) pontok &ltal meghatdrozott haromszog
belsejében.

a) Mennyi X varhato értéke?

b) Mennyi XY varhat6 értéke?

¢) Mennyi X2 + Y varhat6 értéke?
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Tegyiik fel, hogy X egyenletes eloszlast kovet 0 és 2 kozott, Y pedig egyenletes eloszlast kovet 0 és X kozott.

2

a) Irja fel X siirtiségfiiggvényének képletét!

b) Irjafel Y feltételes stirtiségfiiggvényének képletét az X = x feltétel mellett!
¢) Irjafel Y feltételes eloszlasfiiggvényének képletét az X = z feltétel mellett!
d) Hatdrozza meg (X,Y") stirtiségfiiggvényét!

e) Hatdrozza meg Y sfirtiségfiiggvényét!

f) Irja fel X feltételes stirtiségfiiggvényének képletét az Y = y feltétel mellett!
g) Adjamega P(X < 1Y = y feltételes valésziniliség értékét Y fiiggvényében!

Két dobdkockaval dobunk. A dobott szimok 6sszegét jelolje X. Adja meg X valdszinliségfiiggvényét!

Két (fliggetlen, 0 és 1 kozott egyenletes eloszlasu) véletlen szamot generdlunk szamitégéppel. Hatarozza meg
Osszegiik eloszlasfiiggvényének és siirliségfiiggvényének képletét!

Legyenek X és Y fiiggetlen, 0, 5 -paraméter(, exponencidlis eloszlast valdszintiségi valtozok.
a) P(X+Y <3)=?
b) P(X +Y <z2)=?
c) Adjameg X + Y slirliségfiiggvényének képletét!

Legyenek X és Y két fiiggetlen p paraméterli geometriai eloszlasd valdszintiségi valtozo. Hatdrozza meg 7 =
X + Y val6szinliségi fiiggvényét.

Hatédrozza meg a 0, 1, 2, 3 pontokon vett (diszkrét) egyenletes eloszlasnak az 6nmagaval vett konvolicigjat! Az
elvégzett szadmitdsnak mi a gyakorlati jelentése?

Hatdrozza meg a (0, 3) intervallumon vett (folytonos) egyenletes eloszldsnak az 6nmagdval vett konvolicidjat!
Az elvégzett szamitasnak mi a gyakorlati jelentése?

Tegyiik fel, hogy X egyenletes eloszlast kdvet 0 és 2 kozott, Y pedig egyenletes eloszlast kovet 0 és X kozott.
Irja fel X feltételes eloszlasfiiggvényének képletét az Y = y feltétel mellett!

X exponencidlis eloszldsi 0, 5 paraméterrel. Milyen eloszlast kovet az Y = 3X + 7 val6szintiségi valtozo?
X exponencidlis eloszldsi 0, 5 paraméterrel. Adja meg X2 eloszlds- és siirliségfiiggvényének képletét!

Legyenek X és Y fiiggetlen, 0,5 -paraméterti, exponencidlis eloszldsu valdszintiségi valtozok. Szdmitsa ki
X + Y varhato értékét!

Egy Kis izelito elore

X1 és X5 két normadlis eloszlasu valdszintiségi valtozd o = 4, pg = 3 paraméterekkel.

Hatdrozza meg a P (% < c) valGsziniiség értékét.
v

X és X2 két normalis eloszlast valdszintiségi valtozd o = 4, j9 = 3 paraméterekkel. Legyen p11 = 5
Hatdrozza meg a P (% < c) val6sziniiség értékét.

V]
X5 és X5 két normadlis eloszldsu valészintiségi valtozdé o = 4, g = 3 paraméterekkel. p; értéke fussa be az
egész valds tengelyt.

Hatdrozza meg a P (% < c) val6szintiség értékét minden lehetséges 1 esetén. Abrazolja amit kap.
V2



