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1. Egy ampermérdvel az alabbi dramerdsségeket mértiik: 15,2; 15,7; 14,6; 16;8; 13,9 A. Adjon olyan konfidencia
intervallumot, amely

a) 0.8
b) 0.9
¢) 0.99

val6szintiséggel az dramerdsség varhat6 értékét magaban foglalja, ha az dramerdsség szérdsa 2 A?

1. Altaldnos regresszié

Adott (X,Y") kétdimenzids valésziniiségi véltozé az egyiittes eloszldsdval (példdul folytonos esetben siirtiségfiigg-
vényével). X-et megfigyelve Y-t szeretnénk kozeliteni egy k(X)) alaki tippels fiiggvénnyel. A kozelités azt jelenti,
hogy az elkdvetett (Y — k(X))? négyzetes hiba dtlagét szeretnénk minimalizalni. Pontosabban azt a k fiiggvényt
keressiik, amire

E((Y - k(X))?)
minimdlis. Az 6ran tanult tétel kimondja, hogy ebben az esetben a megoldas a feltételes varhat6 érték:
k(z) =E(Y|X =x).

Ha pedig az elkovetett abszolut hibét, azaz E(|Y — k(X)) -t szeretnénk minimalizélni, akkor a lehets legjobb tippelés
az Y feltételes medidnja. A feltételes slirliségfiiggvény

fz,y)
)= T o o
f2\1(3/| ) LOO f(x,v)dv
amelynek az els6 esetben a vérhato értékét kell kiszamolni, a masodik esetben a feltételes eloszldsfiiggvényt (Fyq (y|z) =
ffoo f211(v]z)dv) kell 1-del egyenl&vé tenni és beldle y-t mint z fiiggvényét kifejezni.

Feladatok:

2. A Duna holnaputéni budapesti vizalldsat akarjuk becsiilni a mai bécsi vizalldsbol. Bar a két vizallds kozt szoros
kapcsolat van, azért pontosan nem lehet megmondani a vizdllast, mindkettét egy-egy valdszintiségi valtozo irja
le. Tegyiik fel, hogy mindkét vizallast egy 0 és 1 kozti szimmal tudunk jellemezni, melynek legyen az egyiittes
eloszlasfiiggvénye
flay)=2%@+(@y—1)%ahl0 <z <1é0<y<l

a) Hatdrozzuk meg a budapesti vizallas eloszlasat a bécsi ismeretében, azaz mi a feltételes stirtiségfiiggvény?



b) Mi annak a valészintisége, hogy Budapesten alacsonynak nevezhets (azaz 0 és 1/2 kozé€ esik) a vizallds,
ha Bécsben x volt? Mennyi ez = 1/3-ra?

¢) Ha mar ismerjiik a bécsi vizallast, mire tippeliink a budapestire, ha a lehetd legkisebb négyzetes hibat
akarjuk elkovetni?

d) Es ha az abszolut hibat akarjuk minimalizalni?

3. X = RNDL,Y = RND; - RN D, elosziés esetén lattuk, hogy az egyiittes stirliségfiiggvény f(x,y) = 1/z, ha
0 < y < z < 1 hdromszdgon vagyunk. Mi a regresszids gorbe, ha X -et ismerve Y-t tippelve az abszolut hibdt,
illetve ha a négyzetes hibét szeretnénk minimalizalni?

4. X = RNDy*RND,,Y = RN D, eloszés esetén ldttuk, hogy az egyiittes sirliségfiiggvény f(x,y) = 1/y, ha
0 <z < y < 1 hdromszdgon vagyunk. Mi a regresszids gorbe, ha X -et ismerve Y-t tippelve az abszolt hibat,
illetve ha a négyzetes hibat szeretnénk minimalizalni?

5. Az egységkorlapon vilasztunk egyenletes eloszlds szerint egy (X,Y) pontot. Az X koordinata ismeretében
hogyan kozelitené |Y'|-t, feltéve, hogy a hiba abszoluitértéknégyzetét szertné minimalizalni?

6. Tobbpartrendszer esetén az egyes partokra leadott szavazatok szdzalékos ardnya valdszintiségi valtozé. A Zoldek
az Osszes szavazatok X, a Demokratdk az 6sszes szavazatok Y hdnyadat kapjak, egyiittes eloszldsuk h(z,y) =
2dxy,ha0 <z, 0 <y, x +y < 1.

Ha a Demokratdk az dsszes szavazatok 40%-dt kaptak, mire tippeliink, mennyit kaptak a zoldek?

2. Linearis regresszio
A gyakorlatban gyakran nem tudjuk az egyiittes slirliségfiiggvényt meghatdarozni. Ilyenkor konnyebb lehet a varhaté

értéket, a szordst, a kovarianciat kiszdmolni. Ezek segitségével mar meg tudjuk mondani, hogy melyik az a linedris
fliggvény, amivel tippelve a hiba négyzetének a varhato értéke a legkisebb.

v B) = i @ - B ).
Ez egy kicsit masképp:
y—EY) _ z— E(X)
oY) R(X,Y) a(X)

ahol R(X,Y) = % az X és aY korreldci6s egyiitthat6. Ha |R(X,Y')| = 1, akkor a két valésziniiségi valtozé
kozt linedris fiiggés van, ha 0, akkor nincs fiiggés (azaz a két valészintiségi valtozé korreldlatlan, errdl még lesz sz96).

A kovariancia definiciéja:

cov(X,Y) = E(X - E(X))(Y - E(Y)))
Kibontva a zardjeleket:

cov(X,Y) = E(XY) - E(X)E(Y)

A kovariancia matrixban az i. oszlop j. sordban az i. és a j. valdszintiségi valtozé kovariancidja all, vagyis ez egy szim-

metrikus matrix, melynek féatléjaban pedig épp a szérasnégyzetek helyezkednek el, azaz két valdsziniiségi valtozora
ez igy néz ki:

o2(X) cov(X,Y)
(cov(X,Y) UQ(Y))



Feladatok:

7.

10.
11.

12.

13.

14.

Egy kétdimenziés valdszinliségi véltozé strliségfiiggvénye %xy 0 <z <2,z <y < 2z) Milyen k(y)
fuggvénnyel érdemes a masodik koordindtabol az elsét tippelni, ha az a célunk, hogy a tippelésnél elkovetett
hiba négyzetének dtlagos értéke sok kisérlet esetén minél kisebb legyen,

a) ha feltessziik, hogy k(y) linedris,

b) ha k(y) tetszGleges valds lehet?

7.z

* Ugyanaz a probléma, mint az el6z6 feladatban, de most a tippeld fliggvényiink csak c,/y alaku lehet?
Segitseg: itt a

_ 2y _ 2y, 2 _ 2 EXVY)\?  BE(XVY)?
m(c) = B(X —eV/Y)?) = B(X?)+RE(Y) - 2cE(XVY) = B(X?)+ E(Y) (c— X ) - B
fliggvényt kell minimalizélni, ahol ¢ valtozhat.

X és Y egyiittes siiriségfiiggvénye h(z,y) = 60zy?, ha0 < < 1,0 < y < 1 — . Hatdrozzuk meg a
kovariancidjukat!

Tegyiik fel, hogy a mésodik koordinatat tudjuk megfigyelni és az els6t ezen megfigyelt adattdl fiiggden becsiiljitk
azx = %(1 — y) képlet alapjan. Van-e ennél jobb médszer, ha négyzetes eltérés hibijat akarjuk minimalizdlni?

Az (X,Y) kovarianciamétrixa (§ ) Van-e linedris kapcsolat X és Y kozott?

Statisztikai adatok alapjan annak a val6sziniisége, hogy ikersziiletéskor mindkét gyerek fid, 0.32, annak a valé-
szintisége, hogy mindkét gyermek lany, 0.28. Annak a valdszintisége, hogy az els6 iker fiu és a masodik lany,
ugyanannyi, mint forditva. Jelolje X illetve Y az elsd, illetve a masodik gyerek nemét, legyen a felvett ér-
tékiik fid esetén 1, ldny esetén 0. Szamitsuk ki az X és a Y korreldcids egyiitthatdjat! Hogyan tippelnénk Y
ismeretében X -re linedris fiiggvénnyel, ha a tippelés dtlagos hib4jit akarjuk minimalizalni?

Legyen (X,Y) egyenletes eloszldsd a (0,0), (1,0), (0,2) pontok &ltal meghatdrozott hdromszégon. Szamitsuk
ki Y-nak X-ra vonatkozé regresszios fliggvényét!

* Legyenek X és Y két véges szorasu valészintiségi valtoz6. Legyen A = X +Y, B = X — Y. Bizonyitsa be,
hogyha tudjuk, hogy B-nek A-ra vonatkozo regressziés egyenese konstans, akkor X és Y szérdsa egyenld!

Magyarorszdgon a 18 év feletti férfiak testmagassdganak atlagos értéke 178 cm, szérdsa 10 cm. N6knél ugyan-
ezek az adatok: 166 cm, és 8 cm. Focimeccseken a drukkerek 10%-a ng, a tobbiek férfiak. Mindkét nem testma-
gassdganak eloszldsat normalis eloszldstnak vessziik.

a) Mi annak a valdszinfisége, hogy egy 170 cm-nel alacsonyabb szurkol6 n§?

b) Adja meg x fiiggvényében annak a valdszinliségét, hogy egy x cm magas drukker férfi!

¢) Hogyan tippeljunk a szurkol6k testmagassdgdbdl a nemiikre, ha a celunk az, hogy a lehet legnagyobb
valdszintiséggel helyesen tippeljiink?



