Matematika B4
XI. gyakorlat

2005. november 23.

1. Sdrdségfuggvény a sikon
Sirlségfiiggvény tulajdonsagai:
1. f(z,y) > 0, mindenz, y valés szamra.

2.
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Az A tartomanyba esés valdszinlisége:

= éff(x,y)dxdy

Feladatok:

1. Az alabbi fliiggvények melyike slriliségfiiggvény? (amelyik tartomany nincs megadva, ott a fliggvény 0.)

a)

4
flry)=cl@+ay+y) , ha 0<w<l, 0<y<l

Megoldas: f(x,y) nemnegativ, és
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//f x,y)dxdy = /5 r+ay+y)dedy =

00 0

tehat ez egy sirlsségfiiggvény.
b)
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flzy)=Xe @) ha >0, y>0

Megoldas: Ez pont két fliggetlenparaméter(i exponencidlis eloszlas egyuttes slrlisségfiiggvénye, tehat
az.



c)

flz,y)=4zy—10 , ha 22+y*<1

Megoldés:f(0,0) = —10 < 0, tehat nem az.
d)

1
f(x,y)z; , ha O<y<z<l1

Megoldas: f(x,y) nyilvdn nem-negativ, és

x

/1=/ dydxf/g :/1 de =1,

=0y =0

oo

/ f(z,y)dydr =
0

0
tehat ez is sirlisségfiiggvény.
2. Hatarozzuk meg c-t Ugy, hogy f(x,y) strliségfiiggvény legyen:

fx,y)=cy , ha >0, y>0, z+y<l

Megoldas: f(x,y) nemnegativ pontosan akkor, ha c nemnegativ. A méasik feltétel, hogy integralja 1, azaz

o0 0 11—y 1
o0 T y=02=0 y=0
amibél c=6.

3. Vegyiik az el§ feladat b.) részében megadptt:) = \2e—*(=+¥) fiiggvényt. Szamitsuk ki az alabbi események
valoszinliségét:

a)0<X<1és0<Y <1

Megoldas:

11
P://fa:ydxdy—/)\e_mdx /)\e_kydy—(l—e )2
0 0
b) 1< X <5és2<Y <8
Megoldas:
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Megoldas
1 [e’e) 1 o)
P = / / flx,y)dxdy = /)\e*Mdm . /)\e*)‘ydy =1—e*
=0 y=0 0 0
d3<Y<5b
Megoldas:
oo b
P= / /fx ydxdy—/)\e_“d:v //\e My = e 3N — e
z=0y=3

4. Vegyuk a kdvetkeZz 2-dimenzids valdszinliségi valtozot:

Elsb koordinataja legyen egy véletlen szal:= RN D;. A mésik koordinatéja pedig ez az érték beszorozva
egy masik véletlen szammat: = RN D; - RN D,. Valamint definialjuk a kbvetkézeseményeket:
A={X>i}ésB={Y <i}.

a) Elbadason szerepelt, de gondoljuk at még egyszer, hogy ennek a slirisségfliiggvénye:

1
f(x,y)z; , ha O<y<z<l

Megoldés: Hasonléan megy, mint pl. kbvetkez6 feladatnal.

b) P(A) =7
Megoldas:
1 T 1
P(A)—/ /ldd —/m _1
- 2V T3
r=21y=0 :v:%
c) P(B) =
Megoldas:
: 1 ; 1+1In2
P(B) = / / dedy: / —Inydr = +2n , mivel/lnydyzylny—y—kc,
y=0z=y y=0

5 1 _
és flni = [n2.

d) P(AésB) =7

Megoldas:



e) P(A|B) =?

Megoldas:P(A|B) = PI(D?E?) _ 15322
f) P(B|A) =?
Megoldas:P(B|A) = ( ) — In2

5. Vegyuk a kdvetkez 2-d|men2|os valészinliségi valtozot:
Elsb koordinataja legyerX = /RND;. A masik koordinataja pedig ez az érték beszorozva egy véletlen
szammalY = RND; - RND.,.

a) Szamoljuk ki e 2-dimenzids valoszinliségi valtozo siirliségfiiggvényét!

Megoldas: Legyemt = RN D, ésB = RN D,. Ekkor hatarozzuk me@/A4, v'A - B) eloszlasat
(itt most x,y tekinthetéek konstansnak,a és b pedig A ill. B futd indexe).

F(z,y) = (\f<x\FB<y—y +/ da = 2yz — 3>,

mivel a teriilet hatarol6 egyenlétlenségeka < x ésy/ab < y, azaz atrendezve: < 2 ésb < %
Ezt lederivalva x majd y szeriff(x, y) = 2 adddik a megfelel6 (haromszdg) terlleten.

b) P(Y < 1) =

Megoldas:P = lesz altalanosan.

c) P(Y <c¢)=?

16’

Megoldas:

//2dxdy—/ 2(1 — y)dy = 2¢ — c*

y=0z=y

6. Vegylk az alabbi sliriségfuggvényt:

flx,y)=— , ha O<z<l1l, 0<y<az’

a) lgazoljuk, hogy ez valéban s(riiségfliggvény!

Megoldas: A nemnegativitas trivialis, valamint

1

//—dydx— /Zxdle
=0

=0 y=0

, tehét valoban sirlisség fuggvény.
b) PIX+Y <1)="

Megoldas: El6szor is szamitsuk, ki hol metszi egymasty = 1 ésy = 22 egyenl6ségek:, = \/5 L Es
igy a keresett valészinliség:

//—dydl+/ /\}gdyd:ﬂxo 7 (1= o)

=0 y= z=x0 y=0
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c) P(X <¢)=?

Megoldas:
(& 12 (&
1 2
P= \7dyd:c = 2xdr = c
=0 y=0 Y =0
d) P(Y <d)=?
Megoldas:
d 1 1 d 1
P= / / —dady = / — —ldy=2Vd—d
Z VY
y=0z=\/y y=0

2. 2-dimenziés valoszinlségi valtoz6 fiiggvenyének varhato értéke

A t(X,Y) valoszinliségi valtozo varhato értéke:

7 71?(%1/) - f(z,y)dedy

—0o0 —O0

Specidlisan X és Y szorzatanak varhaté értéke:

7 7:vyf(93,y)dl’dy

Feladatok:

7. Vegyik a kdvetkeZ 2-dimenziods valdszinliségi valtozot:
Elsd koordinatja legyei = /RN D;. A mésik koordinataja pedig ez az érték beszorozva egy méasik véletlen
szam négyzetgyokéveY: = /RND; - /RND-.

a) Szamoljuk ki e 2-dimenzids valoszinliségi valtoz6 sirliségfiiggvenyét!
Megoldas: Legyemt = RN D, ésB = RN D,. Ekkor hatarozzuk me@/A, v'A - v B) eloszlasat
(itt most x,y tekinthetéek konstansnak,a és b pedig A ill. B futd indexe).

"],‘2
2 2
F(a:,y):P(\/Z<a:,\/2~\/§<y):y2+/%da:y2+y21n%,
y2

mivel a teriilet hatarol6 egyenlétienségeka < x ésva - b < y, azaz atrendezve: < 2 ésb < %
Ezt lederivalva x majd y szerirf(x, y) = 4% adodik a megfelel6 (haromszog) terdileten.

b) Legyent(z,y) = xy. Mennyit(X,Y) valdészinliségi valtozé varhato értéke?

Megoldas:
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1
EX-Y)= / / xyo4gdydw =
x
=0

x;0 Yy

4y dydr =

0 x

A~ =
W =

s

[

=0y

g:\»—'
[SCIRTN
8

w
ISH
S

Il
[SCRITEN



c) Legyent(x,y) = xy?. Mennyit(X,Y) val6sziniségi valtozé varhatd értéke?

Megoldas:

1 T 1 x 1

1
E(X -Y?) = / /xy2-4%dydx: /4y3dydx: /x4dx:5

z=0y=0 z=0y=0 z=0

8. Mennyi az 1.a.), ill. 4. feladatban szer@gloszlasok szorzatanak varhat6 értéke?

Megoldas:

16
yidy = — illetve

1 1
4
E(X-Y)—//wy g( x + xy + y)drdy = /*y+3 T
0 0

x
Z o dr =
2
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3. Feltételes eloszlas

A legfontosabb az aldbbi 6sszefliggés:
Pe<Y <dX =) = [ foi(yla)dy = Fyp(dfo) - Fas(clo)

Feladatok:
9. Vegyuk ismét a 4.feladatban szekeploszlast!

a) P(Y €(0.3,0.4)|X =0.5) =?

Megoldas:P = -1 = 1, lasd a lenti indoklast.
b) P(Y € (0.3,0.4)|X = 0.8) =?

Megoldas:P = 53 0.1 — 1 |4sd a lenti indoklast.

c) P(Y €(0.3,0.4)| X ) =7

Megoldas: Altalanosan ¢>0.4-re:

0.4
J 1wy
4 —0. 1
P(Y € (0.3,0.4)[X = 0.5) = _ 04703 _01

jl/xdy ¢ ¢

10. Vegyik ismét a 4.feladatban szefeploszlast!

a) P(X € (0.5,0.7)|Y =0.1) =7

Megoldas:P = lasd a lenti indoklast.

lnlO’



b) P(X € (0.5,0.7)]Y = 0.4) =?

nI . ,
Megoldas:P = 5, lasd a lenti indoklast.

5
Ing

c) P(X € (05,07)Y =d) =7

Megoldas: Altalanosan d<0.5-re:

0.7
J 1/xdx .
[n0.7 — In0. Int
P(X € (0.5,0.7)]Y = d) = %2 _ 0705 _ I
1 Inl —Ind In=
[ 1/zdx d

d

11. LegyenekX ésY fiiggetlen 2 paraméter(i exponencialis eloszlasu valészinliségi valtozok.

a) P(X+Y <3)="
b) PIX+Y <z2)="
C) P(X+Y <3|X <2)="
d P2<X+Y <3|Y>1)=?
Megoldéas: Hasonl6an kell mint a 4. feladatot, csakfitt, y) = 4e~2(*+¥), és mas teruleteken kell értelem

szerint integralni..

4. Fluggetlenség

Akkor fuggetlen két valdszinliségi valtozé, ha minden x-re és y-ra fennall, hogy

f(x,y) = fi(z) - fa2(y)

Ezzel ekvivalens megfogalmazasok az aldbbiak:
fon(@,y) = faly) Lill. fip(z,y) = fi(z)
Feladatok:
12. Vegyik az alabbi sirliségfiggvényt:
f(a:,y):%xy yha 0<zr<2 0<y<3
a) Fuggetlen-e X és Y?

Megoldas: Fliggetlen hiszen f(x,y) szorzatra bomlik.
b) P(X <u,Y <wv)=?, ahol0<u<2 és 0<wv<3.

Megoldas:

uvl w?v?
—zydydxr =
//gxyyx 36

0 0




13. Vegyik az alabbi sirliségfiggvényt:
flz,y) =242y ,ha O<z, O<y, z+y<l
a) Fuggetlen-e X és Y?

Megoldas: Nem fliggetlenek, hiszen a siirlisségfiiggvény tartdja (ahol pozitiv az értéke) nem téglalap alaku.
b) P(X <u,Y <wv)=?, aholu,v>0 és u+v<l.

Megoldas:

//24atydydx = 6u’v?

0 0

14. Vegyik az alabbi strliségfliggvényt:
flz,y)=1 ,ha O<z<l1l, 0<y<2(1l-ux).
a) P(X <z,1<Y <32)=?

Megoldas: Az eloszlas egyenletes, hiszen f konstans.
Haz < 1, akkorP = z/2.

Hal <z < i, akkorP = 3 — (1 — )2

1
2
b) Fuggetlen-e X és Y?

Megoldas: Nem fliggetlenek, hiszen a siirlisségfiiggvény tartdja (ahol pozitiv az értéke) nem téglalap alaku.



