Matematika B4
XII. gyakorlat

2005. november 30.

1. Altalanos regresszio

Adott (X, Y') kétdimenzids val6szinliségi valtozé az egyuttes eloszlasaval (folytonos esetben slrliségfliggvéigtvel).
megfigyelveY -t szeretnénk kozeliteni egy(X) alaku tipped fliggvénnyel. A kdzelités azt jelenti, hogy az elkdvetett
négyzetes hiba ¥ — k(X))? — atlagat szeretnénk minimalizalni. Pontosabban aztféaggvényt keressuk, amire

E ((Y - k(X))?)

minimalis. A tétel azt mondja, hogy
k(z) =E(Y | X = x).

A feltételes slirliségfiiggvény

_ fy)
2o fla,y)dy

amelynek a varhat6 értékét kell kiszdmolni.

f2|1($)

2. Linearis regresszio

A gyakorlatban ritkabban tudjuk az egyittes sirliségfiggvényt becsilni, kbnnyebb a kovarianciat, varhato értéket és a
szoérast. Itt jon be &nearis regresszid Y-t kdzelitjuk X -szel egy egyenes segitségével:

cov(X,Y)

(z — E(X)).
llyenkor azE ((Y — k(X))Q) kifejezésben olya® fliggvényeket kerestink, amelyek linarisak.
Ez egy kicsit masképp:

z —E(X)

= R(X.Y)"5 X

aholR(X,Y) = % az X és aY korrelacios hanyadosa. HR(X,Y)| = 1, akkor a két val6szinliségi valtozo
kozt lineéris figgés van, ha 0, akkor nincs fliggés.
A kovariancia definiciéja:

cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y)

A kovariancia matrixban az oszlopj. soraban az. és aj. valdszinliségi valtozo6 kovariancidja all, vagyis ez egy szim-
metrikus matrix, melynekdatléjaban pedig épp a szérasnégyzetek helyezkednek el, aza két valvéltozéra ez igy néz ki:

D?(X) cov(X,Y)
(cm)(X,Y) D2(Y) )



Feladatok:

. A Duna holnaputani budapesti vizallasat akarjuk becsulni a mai bécsi vizallasbél. Bar a két vizallas kézt szoros kap-
csolat van, azért pontosan nem lehet megmondani a vizallast, miicddgytegy valdszinliségi valtoz irja le. Tegyik
fel, hogy mindkét vizallast egyésl1 kdzti szammal tudunk jellemezni, melynek legyen az egyiittes eloszlasfiggvénye

fl@y)=2%@+(y—1)*) ahol0 <z < 1és0 <y < 1.

a) Hatarozzuk meg a budapeati vizallast a bécsi ismeretében, azaz. mi a feltételes str{iségfiiggvény?

Megoldas: Ha Bécsben a vizmagassagu, akkor Budapeseten a felt. sir. fgv.:

12
fonly) = 1f(:v,y) :x—:(z_ll) :
3

I [z, y)dy

0

b) Miannak a valészinlisége, hogy budapesten alacsonynak névéeest) és1/2 kdzé esik) a vizéllas, ha Bécsben
x volt? (Mennyi ezx = 1/3-ra?)

Megoldas:

1 1
2 2
1 z+ (y—1)? 7+ 12z
PY<=-|X=2)= dy = dy =
v <yl =2 = [y = [y = T
0 0

Konkrétanr = % esetén% lesz az érték.
c) ha marismerjik a bécsi vizallast, mire tippellink a budapestire, ha & lebkisebb négyzetes hibat akarjuk elko-

vetni?

Megoldas:

1
T+ (y—1)°2 1+ 6z
/y- ( : ) dy =
T+ 3 44+ 12x

k() = B(Y|X = 2) = / v+ fopr (v)dy =
0 0

2. X = RND1,Y = RNDI1 x RND2 mdult 6ran lattuk, hogy az egyiittes strliségfuggvély,y) = 1/z, ha
0 <y < x < 1 haromsz6gdn vagyunk. Mi a regresszios gorbe, ha a négyzetes hibat szeretnénk minimalizalni?

Megoldas:
flz,y) 1)z 1/a 1

Inl—Iny  xzlny

fipp(@) = 1 =7 =
[ flx,y)dz  [1/zdx

Y

1 1

1 -1

k(y) = B(X|Y =y) = / T+ fip(w)de = / T ey ™ = ymy
0

Y

3. Egy kétdimenzids valoszinliségi valtozd sﬁrﬁséngggvémype(O <x <2,z <y<2x). Milyen k(y) figgvénnyel
érdemes a masodik koordinatabol azelsppelni, ha az a célunk, hogy a tippelésnél elkdvetett hiba négyzetének
atlagos értéke sok kisérlet esetén minél kisebb legyen,

(a) ha feltessziik, hogy(y) linearis,

Megoldéas: Képlet szerint k(y) egyenlete a kovetkegé: E(Y) = ngf;? (z — E(X)). Kiszdmolva a meg-
520 84
— V&Y + O=

felel6 konstansokat (egyszerl varhato értékek), az egyenesre az alabbi adédiy) = == + o55-

(b) hak(y) tetsdleges valds lehet?

Megoldas:
f(z,y lfﬂy Yy 8xr
f1|2($): v ( ) = y6 :Tyg:giyz ,ha y<2.
{2 flz,y)dx {2 %J;ydx 8
Y y



f(z,y) txy xy T

fip(x) = = = = Jha y> 2.
T T e [ e P02
y/2 y/2

y
k(y):E(X\Y:y):/:E~f1|2(x)dx:/m~38%dx:gy yha y< 2.

y/2 y/2

2 2 "
T Yy

k(?/)ZE(XYZy)Zyé:E-f1|2(x)dx:y//2x-2§1§y2dx:3+12+3y Jha y > 2.

4. Ugyanaz a problema, mint az elozo feladatban, de most a tippelo fuggvenyunk gsakalku lehet?
Segitseq: itt a
m(c) = B(X = /¥)?) = B(X?) + PE(Y) — 2E(XVY) = E(X?) + B(Y)(c? — Bgi)2 — BO
fuggvenyt kell minimalizalni, ahat valtozhat.

E(XVY)

B0 ahol a jobb oldalon szerepl6é kons-

Megoldas: A segitség alapjan, ennek akkor van minimuma’ha
tans ki lehet szamolni...

5. X ésY egydttes sirliségfuggvéniér, y) = 60xy?, had <z < 1,0 < y < 1 — x. Hatdrozzuk meg a kovariancia-
jukat!
Tegytik fel, hogy a masodik koordinatat tudjuk megfigyelni és aatelzen megfigyelt adattol figgn becsiiljik az
T = %(1 — y) képlet alapjan. Van-e ennél jobb médszer, ha négyzetes eltérés hibajat akarjuk minimalizalni?

Megoldas:
1 1—=x
EX)= [ [ = f(z,y)dyde = 3
z=0y=0
1 1—=z
EY)= [ [y f(z,y)dyds =3
=0 y=0
1 1—=zx
E(XY)= [ [ ay- f(z,y)dydz =}
=0 y=0

Cou(X,Y)=E(XY)-EX) EY)=—-4%

flx,y) zy? xy? 2z
fl|2(x) = 1—y Y = 1—y = y2(1—y)2 = (1 _y)g
f flx,y)dx f zy2dr 2
0 0
oY oY P P
b) = BXY =9 = [ o fip(@de = [ o q2szde = S0 -)
0 0

tehat nincs jobb médszer, mivel ennél lesz a négyzetes hiba minimalis.

6. Az egységkdron valasztunk egyenletes eloszlas szerint®egy) pontot. AzX koordinata ismeretében hogyan ko-
zelitené|Y |-t, feltéve, hogy a hiba abszolutértéknégyzetét szertné minimalizalni?

Megoldas: Mivel egyenletes az eloszlas és |Y| abszolutértéket akarjuk becsulni, akkor ezt vehetjik Ggy mintha csak
felsd félkor lenne, és azon minden flggbéleges kimetszésnek a felezdpontjat akarjuk megkamﬁw)ﬂa@
(Feltettiik, hogy az egységkor kdzéppontja az origg).

7. Az (X,Y) kovarianciamatrixd§ 3) Van-e linearis kapcsolat ésY kozott?
Megoldas: A kovariancia métrixbdl kiolvashatjuk a szérasnégyzetekety€X, V') értékét, és tudjuk, hogy

cov(X,Y) 4
DX)D(Y)  V8-v2

igy linearis kapcsolat van koztik.

R(X,Y) =

1,

8. Statisztikai adatok alapjan annak a val6sziniisége, hogy ikersziletéskor mindkét gyérgk, fannak a valdsziniss-
ge, hogy mindkét gyermek lang,28. Annak a valészinlisége, hogy azéeleer fil és a masodik lany ugyanannyi, mint
forditva. JeldljeX illetve Y az el®, illetve a masodik gyerek nemét, legyen a felvett ertékiik fill esten 1, lany esetén
0. Szamitsuk ki aZ és aY korrelacios egyutthatojat! Hogyan tippelnévikismeretéberX -re linearis fliggvénnyel,
ha a tippeles atlagos hibajat akarjuk minimalizalni?



10.

11.

12.

. Legyen(X,Y") egyenletes eloszlasu(a,0), (1,0), (0,2) pontok &ltal meghatéarozott haromszdgdn. Szamitsuk ki

Y'-nak X -ra vonatkozé regresszios fuggvényét!

LegyenekX ésY két véges szorasu valoszinliségi valtozo. Legyen X + Y, B = X — Y Bizonyitsa be, hogyha
tudjuk, hogyB-nek A-ra vonatkozo regressziés egyenese konstans, akkoesl” szérasa egyeal

Tobbpartrendszer eseten az egyes partokra leadott szavazatok szazalékos aranya valészinliségi valtoz6. A Zoldek az
Osszes szavazatdk, a Demokratak az 6sszes szavazatoanyadat kapjak, egyittes eloszladuk, y) = 24xy, ha
0<z,0<y,z+y<l.

Ha a Demokratédk az 6sszes szavazdtifk-at kaptak, mire tippeliink, mennyit kaptak a zoldek?

Magyarorszagon a 18 év feletti férfiak testmagassaganak atlagos érteke 178 cm, széras®dkfetmgyanezek az
adatok:166 cm, és 8 cm. Focimeccseken a drukkerek 108-a tobbiek férfiak. Mindkét nem testmagassaganak
eloszlasat normalis eloszlasunak véve:

a.) Miannak a valoszinlisége, hogy egy 170 cm-nel alacsonyabb szu@@l6 n

b.) Adja megx fliggvényében annak a valészinliségét, hogyzegyn magas drukker férfi!

c.) Hogyan tippeljunk a szurkolok testmagassagabol a nemiikre, ha a celunk az, hog§ ettegyobb valdszin(-
séggel helyesen tippeljink?



