Matematika B4
XIV. gyakorlat

2005. december 14.

1. Konvollcioé

Ha X ésY diszkrétvaldszinliségi valtozak, akkdf = X + Y eloszlaséat kdnnyedén ki tudjuk szamolni.

P(X+Y=1)= Y PX=knY=I1-k)
k=—oc0

Ha flggetlenek is, akkor

P(X+Y =1) = i P(X =k)P(Y =1—k)

k=—o00

Példaul haX, Y két szabalyos dobdkockaval dobott értéket jeldl, akkor a képlet szerint:

P(dobasok dsszege- 8) = P(X =2)P(Y =6) + P(X =3)P(Y =5)+
P(X =4)P(Y =4)+ P(X =5)P(Y = 3) + P(X = 6)P(Y = 2)
Ugyanilyen logikaval szamoltunk a félév elején.

Folytonosesetben is hasonl6 képletet kapunk. M&sY fuggetlenek, tovabbX sirliségfiggvényé¢(z), Y strl-
ségfiggvénye(y), ésZ = X + Y slrlségfuggvényét(z)-vel jeldlve:

h(z) = / £z — y)ay)dy = / f(@)g(z — 2)de

Feladatok:

1. A szamolégépemmel generalok két véletlen szdmdi-en, és 6sszeadodiket. irjuk fel az 6sszeg eloszlasa-
nak slrliségfiggvényét!
Megoldas: Konvltcids képletet kell hasznalni, figyelve arra, hogy a sirlisségfliggvény hol nem nulla.
Ha z<1, akkorh(z) = fzf(a;)f(z — x)dx = z, hiszen ezzen a tartomanyon lesész — = benne a0, 1]
intervallumban. ’
Ha z>1, akkorh(z) = fl f(z)f(z — x)dx = 2 — z, hiszen ezzen a tartomanyon leszsz — x benne d0, 1]

z—1

intervallumban.

2. Szamoljuk ki egy0, 2]-n és egy{0, 3]-an egyenletes eloszlasu valdszinliségi valtozok dsszegének sirliségfigg-

vényét.

Megoldés: Szintén a konvllcios képletet kell hasznalni. Legyéh Pan egyenletes s(ir. fv-e, mig g@ 3]-n.



Ha z<2, akkorh(z) = [ f(z)g(z — x)dz = [ tdx = Z, hiszen ezzen a tartomanyon lesész — = megfeleld.
0 0

2
Ha 2<z<3, akkorh(z) = [ f(z)g(z — z)dz = [
0

leld.

% hiszen ezzen a tartomanyon lesgsz — x megfe-

2
Ha 3<z, akkorh(z) = [ f(x)g(z — x)dz = [ &dx = 2=, hiszen ezzen a tartomanyon lesgsz —
z—3

megfelelb.

s sz

nevezzUkG AM (), 2) eloszlasnak.)

Megoldas:f(x) = )\1@—90)\1,9(35) = Age— A2,
Ha A1 # Ao, akkor

z z

A
/f (z—z)dx = /Ale_x’\l)\ge_(z_’”)’\de = A\ Age #M2 /ex(AQ_’\l)dx = i(e_>‘1z—e_>‘22)

A2 — A1
0 0

Hali = Ao = A, akkor

z z

/f (z —x)dx = /)\e*”‘)\e*(%i))‘dw = A2 / ldz = \2e 2

0 0

4. X ésY egyméastol fuggetlen valdszinliségi valtozok, melyek egyenletes eloszlasliak]aatervallumon. Ve-
zessik leX — Y slrliségfiggvényének a képletét!

Megoldas: Legyen W=-Y. Ekkor X slirfytér) = 1, hax € [1,5], és W siirfv-g(y) = 1, hay € [-5,—1]. Es
kell Z=X+W s[jrl’]sséngggvénye:

5
Ha z>0, akkorh(z f f(@)g(z —x)dz = [ % 1 ];Sz
1+z 1+2z
Szimmetriaokok miatt, ha z<0, akkbfz) = h(—z) = 4t

5. Szadmoljuk kiX — Y sirlségfuggvényét, ha

a) X ésY egymastél fuggetlen 2 paraméter(i exponencialis eloszlas.

b)

Megoldas: Legyen W=-Y. Ekkor X s(ir.fyfér) = 2¢72%, hax > 0,
és W sir.fv-g(y ) = 2e 2(-v) = 2¢%¥ hay < 0. Nekiink Z=X+W surussegfuggvenye kell:
Ha z>0, akkorh(z ff g(z —x)dx = f?e 2z 92e2(3=) g = 4e2* fe dody = e=22,

z z

Szimmetriaokok m|att ha z<0, akkb(z) = h(—z) = 2.
X ) paraméter(ly’ u paraméter(i exponencidlis eloszlasi valészin(iségi valtozok.

Megoldas: Legyen W=-Y. Ekkor X siir.fyfér) = \e=**, haz > 0,
és W sir.fv-g(y ) pe” —#(=y) = perv, hay < 0. Nekiink Z=X+W s(ir(isségfiiggvénye kell:

Ha z>0, akkorh(z f f(@)g(z—2)dr = [ Ae - perG=2)dy = \pet* [ e~ Huegy = ﬁ—“ue_)‘z.

z z
Szimmetriaokok mlatt ha z<0, akkor z helyére (-z)-t irunk és egyszer{ien felcseréljik X-et és X-t, azaz

ésp-th(z) = ek,



2. Gamma eloszlas

n db A paraméter( fuggetlen exponencidlis eloszlas 6sszegének eloszlasfuggvénye:

n—1\; 4
)\Z'rl — Az
F(x):l—; e haz > 0
s(rliségfiggvénye:
)\nxn—l o
flx)= (nfl)!e A haz >0
Feladatok:

6. Ejszaka baranyok helyett az ablakom alatt elhaladé kocsikat szamolom. Atlagosan 3 perc telik el két auté elha-
ladasa kozott. Mi a valoszinlisége, hogy 6 perc alatt 3 kocsi hangjat is hallom?

Megoldas: Vizsgaljuk a harmadik kocsi elhaladasi idejét, X-et. Minden egyes kocsi elhaladasa exponencidlis el-
oszlasa 3 perc varhat6 értékkel A hatodik kocsi érkezése (X) 3 ilyen eloszlas 6sszege, azaz egy gamma-eloszlas
leszn = 3, ésEX = 1+ = 3-bél X = paraméterekkel. Ha 6 perc alatt legalabb 3 autd hangjat hallom,

%iﬁi _1lg

2
akkor X<6 (azaz a 3. aut6 el6bb érkezik mint 6 perc). igy képleffdl < 6) = F(6) =1 — >_ - qe 80 =
1=0

2 )
1-Y Ze2=1-5e2x0,32
i=0

7. Egy vilagitétoronyban kell megoldanunk a folyamatos (éjjel-nappali) vilagitast. A reflektorbadlazaégket
hasznalunk exponencialis eloszlastak 3 nap varhato értékkel. Legkdzeleldtk€l éspk 7 nap muilva kapunk.
Mi a valészinlisége, hogy addig tudunk folyamatosan vilagitani, ha még 4 diiqels égnk van?
L7l

3 1
Megoldéas: Legyen X a 4. €g6 kiégésének idopontja. Ekkor a k&RIES:> 7) = 1 — F(7) = 3 = =
=0

i

‘w\«n
w\\l

> e

=0

~ 0,59

3. Centralis hatareloszlas tétel

Egy véges szorasnégyzetli valdszinliségi valtozora sok fiiggetlen kisérletet végezve, majd az eredmények atlaganak
standardizaltjat véve kozeabieg standard normalis eloszlasu valdszinliségi valtoz6t kapunk.
Amennyiben az eredeti valészinliségi valtozoifk:, X, ... figgetlenek és azonos eloszlastak, melyeknek véarha-
t6 értékeE(Xy) = m, szorasnégyzet€ar(X;) = o2, valamint az el§ n valészinliségi valtoz6 dsszege =
X1+ Xo + -+ X, a CHT a kdvetkedt mondja ki:
nlingo P(%(g) <x)= hm P(2 \}"m <z)=(x)
Emiatt elég nagy: esetén hasznalhatjukclafuggvenytn flggetlen, azonos eloszlasu valdszinliségi valtoz6 konvolud-
ci6jabol adddo eloszlas kozelitésére.
Feladatok:

8. Szamitsuk ki az-edrend(p paraméter(i binomialis eloszlas standardizéitjat oo esetérp = 0.4, p = 0.02,

illetve p = 0.96 esetekben!

9. Mennyi annak a val6szinlisége, hogy 12000 kockadobas sdr@mdeil6 hatosok szama 1900 és 2150 kozé
esik?

Megoldéas: Legyen X a hatosok szama, ekkor Xregy 12000, p = é paraméter(i binomialis val. valtozo.
Ekkor EX = np = 2000 ésDX = ,/npq = %

P(X € [1900,2150]) = P(X—2000 € [—100,150]) = P(w € [V, ;\/6]) ~ qs(g\/é)—qs(—\/é).
V6



10.

11.

12.

13.

14.

Hatarozzuk meg aztiaegész szamot, amelyre igaz, hogy annak a valészinlisége, hogy 1000 érmedobéas soran
a fejek szama 490 éskozé esik, kb. 0.5!

Megoldas: Bévebben a masik dokumentumban.

Hanyszor kell egy érmével dobnunk ahhoz, hogy 0.99-nél nagyobb valészinliséggel a fej eredmények szama a
dobasok szaméanak 49%-a és 51%-a k6zé essen?

Megoldas: Bévebben a masik dokumentumban.

Egy északi sarki téli tabor irodajaban kell folyamatosan vildgosségot biztositani. Az izzék, amiket hasznélnak
exponencialis eloszldstak 10 éra varhato értékkel. Legalabb hany ilyen izzéra van szilkség ahhoz, hogy a 60
napra tervezett taborban legalabb 0,9 valoszinliséggel folyamatosan éghessen a villany? (Az izzotserék id
tama elhanyagolhato.)

Megoldas: Tegytk fel, hogy n izzénk van (mérjink mindent 6raban). Legyen ekkor X az n. izz6 kiégésének
id6pontja, ekkor X, A = 10 paraméter(i gamma eloszlasu. Es igyx = T =10neésDX = L =10y/n

X —10n _ 1440 — 10n 1440 — 10n

0,9<P(X >60-24)=P(X >1440)=P ~1—-¢@ .
7<(> ) (> ) (10\/ﬁ>10\/ﬁ) (10\/ﬁ)
Atrendezve:
1440 — 10n
(———— 1
T Tn ) <0,
Téablazatbodl:
1440 — 10n
—_— < 1,2
10v/n <-L28

Amibdln > 160 adodik.

DOmotor rulettezik a kaszindban. Minden egyes kérben 10 petakot tesz ‘piros’-ra. 100 jaték utan 300 petak a
vesztesége. Jogos-e a gyanuja, hogy svindliz a croupier? (A rulett-kérén 6sszeserd ¥ame@z6l 36-ig sza-
mozva. Ezek kdzll egy (a 0 jel{) z6ld, a fennmarado 36-bdl pedig 18 piros és 18 fekete.)

Megoldas: 300 petak a vesztesége, amibdl 35-t nyert, 65 jatékot pedig elvesztett. Legyen X a nyert jatékok
szama, és szamitsuk ki, hogy mennyi a valészinlisége Xheg$5. Ekkor X egyn = 100, p = % paraméterii
binomidlis val. valtozé. EKkoaE X = np = 1320 ésDX = /npq = 33/18 - 19

X — 1800 35 — 1800 35 — 1800
P(X<35)=P 37 EETEPNY 37 ) & $(—2.73) =~ 0.003
K <® =P s om.n " "oy ~ 720

Azaz korilbelul 3 ezrelék a valoszinlisége, hogy legaldbb 300 petak a veszteség.

Mennyi a valészinlisége annak, hogy 50 darab azonos elosziaidszinliségi valtozé 6sszegfa30) inter-
vallumba esik, haX eloszlasa a [0, 1] intervallumon

a) egyenletes;
Megoldas: A bevezetésben szerepld jeloléssek L, o = \/% ésn = 50. Behelyettesitve:

—2 2
P(X < 30) b 3025, ~ 0.993

50 50
12 12




b) f(z) = 2z strlségfuggvény szerint alakul?

Megoldas: A bevezetésben szerepl6 jeloléssek: [2z-xzdr = 2,02 = [2z-2%de—m? = § —(3)% =
&, ésn = 50. Behelyettesitve:

2
-2 30 —50-
3 <

X —50
P(
/50 /50
18 18
15. Adjon kozelip értéket arra, hogy mekkora valoszinliséggel esik egy 100-adrend, 3 paraméter(i gamma elosz-
l&su val6szinliségi valtoz[30, 35] intervallumbal

win

P(X <30)=

) ~ (—1.63) ~ 0.0516

Megoldas: Legyen X egy = 100, A = 3 paraméter(i binomialis val. valtozé. EKkBEX = 130 ésDX = 1)

_ 100
P(X €[30,35]) = P(X — ? € [—%O, g]) = P(X1303 €1, %]) ~ @(%) —@(-1)

16. Amerikai elndkvalasztasdt a Gallup kozvéleménykutaté tarsasag meg akarja becsiilni a Demokrata parti sza-
vazok aranyat New Hempshire és Texas allamban. Eleve tudjak, hogy mindkét allamban a Demokrata parti
szavazok aranya 40% és 60% kozott van. Céljuk, hogy mindkét allamban az ardnyokat 0.99-nél nagyobb valé-
szinliséggel, 2% hibahataron belll allapitsdk meg. New Hempshire allamban 1.2 millié polgér jogosult szavazni,
mig Texas allamban 12 milli6. E szamok alapjan statisztikusuk azt allitja, hogy Texasban kb. tizszer akkora min-
tat kell megfigyelni, mint New Hempshire-ben. Jo-e ez az okoskodas, vagy rugjak ki a statisztikust? Az utobbi
esetben kb. hanyszor nagyobb mintat kell Texasban megfigyelni, mint New Hempshireben?

Megoldas: Legyem a kdzvéleménykutatds soran a minta nagysaga,Demokrata-szavazok valédi aranya
(0.4 < p < 0.6). X pedig a kdzvéleménykutatas soran magukat Demokrataknak vallok szama. Ekkor teljesiinie
kell az alabbinak:

£l
P(—>—— < 0.02) > 0.99
p
Atrendezve:
X
< =D |X — np) | X — np| np
P(-2— <0.02) = P(—————— < 0.02) = P(———— < 0.02 =
(e ) = P )= P com

np
X —np np np np
=P(——— € [-0.02,/—,0.02,/ —]) =2 -9(0.02,/ —) —1 > 0.99
it €002,/ 002, [7)) = 2. 2002, [7)

Amib6I(0.02, /7F) > 0.995, tablazatbob.02, /7F > 2.58, és igy, /“F > 129, azaz"F > 16641, atrendezve

n > 166412. Es mivel tudjuk, hogy > 0.4, igy £ értéke legfeliebly-5 = 3 lehet. igyn > 16641 - § = 24961

esetén biztos j6 lesz a becslés.

Jél lathaté, hogy sehol sem hasznaltuk ki az allam lakossaganak szamat, igy nem is fiigg téle, tehat mindkét
esetben egy legaldbb 25000 f6s minta elégséges.

4. Nagy szamok gyenge torvénye

LegyenekX, X, ... flggetlen, azonos eloszlasu valdszinlségi valtozok, melyeknek méasodik momentuma véges.
Haam := E(X;); 0% := Var(X); S, := X1+ Xa+- - -+ X, jeloléseket alkalmazzuk, akkor a nagy szamok gyenge
torvénye szerint

lim. P(|%= —m| > ¢) = 0, tetsdleges: esetén.



