Matematika B4
lll. gyakorlat

2005. marcius 3.

1. Bevezeb kérdések

1. Egy piros és egy kék dobokockaval dobunk. Tekintsiik az alabbi 3 eseményt: a piros kockaval parosat dobunk,
a kék kockaval parosat dobunk, a dobott 6sszeg paros. Fliggetlenek-e ezek az események?

Megoldas: "Piros és Kék"-reP(P) = 1, P(K) = %, P(P&K) = 1. AzazP(P) - P(K) = P(K&P).
Tehét fliggetlenek.

Hasonl6képpen belathatd, hogy Piros és Osszeg, Kék és Osszeg is fliggetlenek.

Am a 3 egyutt méar nem fiiggetlen, hiszen barmelyik 2 meghatarozza a harmadikat.

2. Atanult nevezetes eloszlasok kézil melyik illik legjobban az alabbi valdszin(iségi valtoz6k modellezésére?
a) hanyadik auté vesz fel, amikor kiallok az orszagutra, mert autéstoppal akarok utazni?

Megoldas: Geometriai(optimista)
b) 10 auto kdzill hany vesz fel stopposokat?

Megoldas: Binomialis
¢) al12. autd a harmadik piros?

Megoldas: Negativ binomialis

2. Fuggetlen események

A és B esemény fliggetlenek, ha teljesul, had@yAB) = P(A)P(B). Tébb esemény akkor figgetlen, ha nem csak
az teljesul, hogy

P(A1AsAs ... Ay) = P(A1)P(A3)P(As) ... P(Ay)

hanem tetszlegesA;-k helyett mindkét oldalon azok komplementerét véve is igaz az egyég] példaul a kovetkéz
esetben:

P(A; Ay A5 Ay ... A,) = P(A7)P(A) P(A3)P(A7) ... P(A,)

llyen egyenletBl 2" darab van.



Feladatok:

3. Kétszer egymas utan feldobunk egy szabalyos pénzérradt.az esemény, hogy éle fejet dobunkB az az
esemény, hogy masodikra dobunk fejgtpedig, hogy a dobasok egyeek. Bizonyitsa be, hogyA, B, C}
eseményrendszer bar paronként fliiggetlen eseméadlyéklteljesen nem fiiggetlen!

Megoldas:P(A) = 1, P(B) = 1, P(C) = 3. P(A&B) = 1, P(A&C) = %, P(B&C) = 1. igy paronként
flggetlenek, am barmely ketté meghatarozza a harmadikat, igy teljesen nem fliggetlen.

4. Egy piros és egy zo6ld kockaval dobunk. Az alabbi betiikkel jeldljik a kovétkeeményeketd ={ a dobott
szamok 0sszege 7 B ={ legaladbb az egyik kockan van hatos@, ={ mindkét kockaval paratlant dobok },
D ={ a két kockaval kilénb6a szamokat dobok }£ ={ a z6ld kockaval 4-est dobok }.
Valaszoljuk meg a kdvetkézkeérdéseket:

a) Fuggetlenek-e egymastél dz&sC események?

Megoldas:P(A) > 0 ésP(C) > 0, amP(A&C) = 0, igy nem fliggetlenek.
b) Kizaréak-e azA ésC események?

Megoldas: Igen.
c) Mennyi aB esemény valészinlisége? Es menngi ealoszinlisége, feltéve, hogybekovetkezett?

Megoldas:P(B) = it ill. P(B|A) = 2.
d) Hogy viszonul egymashaz és D? Milyen kdvetkeztetést vonhatunk le éibla valészinliségeikre nézve?
Es a fiiggetlenségekre nézve?

Megoldas: A része D-nek(ha A teljesiil, akkor D is), amB@H) < P(B)
e) Fuggetlenek-e egymastdl dz&sE események?

Megoldas: Igen
f) Mindezek alapjan mutassunk példat olyan eseményekre, amelyek
i. fuggetlenek, de nem kizaroak,

Megoldas: A-E
ii. kizaréak, de nem fliggetlenek.

Megoldas: A-C

3. Valb6szinlségi valtozok, nevezetes eloszlasok

1. Indikator eloszlas
EgyetlenA kisérletet vegyiink és azt nézzik, hogy hanyszor kévetkezik be. Mivel egyetlen egyszer végezzik
el a kisérletet, ezért a bekOvetkezések szaxnarel jelolve két eset lehetségesbekovetkezik, azaX = 1
vagy A kovetkezik be, azaX = 0. Ezekre a valdszinliség legyeg(X = 1) =pésP(X =0)=1—p
Példaul: egy kockadobéassal kapcsolatlam hatos dobas eseménye, akiqrd) = % vagyisP(X =1) = %
ésP(X =0)= 2.

2. Egyenletes eloszlas
n érték kézil mindegyik ugyanakkora valdszinliséggel, vaéyimlészim’jséggel kovetkezik be. Példaul egy
szabalyos kockaval val6 dobas értéle{X =1)=P(X =2)=---=P(X =6)=1/6



3. Hipergeometrikus eloszlas
A piros, ésB fehér goly6 kdzil hdzunk darabot. Annak a valdszinlisége, hogy pontosalb piros golyot
hazzunk ki:

() (.20)

(AJrB)

n

P(X = k) = hA,B,n(k> =

5 85
Példaul: A 2 taldlat valoszinlisége az 6tds lottBAX = 2) = (2()9(0")‘)

5

4. Binomialis eloszlas
Tipikus példa egy pénzdobés sorozatban a fejek szama-dz2ar dobtunk fel egy érmét, amelywaloszinliség-
gel fej, akkor annak a valészinlisége, hogy pontdsdh fej van a dobasok kézott:

P(X =k) = (Z)pk(l —p)" "

Példaul: Pontosan 3 hatost dobunk 20 dobasBk = 3) = (%))(1/6)%(5/6)'7

5. a) Geometriai eloszlas (optimista)
Hanyadik dobasra jon &z el$ hatosP(X = k) = (5/6)F~1(1/6). Altalanosabban: optimista GE®)
eloszlasu az a valésziniliségi valtozé, ami a sikdr elfiifordulasaig sziikséges kisérletek szamat szamolja
(a sikeres kisérlettel egyiitt), ahol a figgetlen kisérletekben a siker valdszinlisge
P(X =k)=(1-p*p.

b) Geometriai eloszlas (pesszimista)
Hanyat dobok az efshatos dobas étt? P(X = k) = (5/6)*(1/6). Altalanosabban: pesszimista GEQ
eloszlasu az a valészinliségi valtozd, ami ad slkerig bekévetkezett kudarcokat szamolja, ahol a fug-
getlen kisérletekben a siker valoszinlisge P(X = k) = (1 — p)*p.

6. a) Negativ binomialis eloszlas (optimista)
Hanyadikra j6n ki a harmadik hatogZ X = k) = (*;')(1/6)(5/6)"3(1/6) =
(*31)(1/6)3(5/6)F—3. Altalanosabban: NBIK, p): siker valészinlisége a valészinliségi valtozd azt sza-
molja, hanyszor kell a kisérlet elvégezni, hogy megkapjukeik sikert.P(X = k) = (5~ 1)p!(1—p)*~
b) Negativ binomidlis eloszlas (pesszimista)
Hanyat dobok a harmadik hatos dob&&t@elP(X = k) = (£)(1/6)%(5/6)*~2(1/6) =
(5)(1/6)*(5/6)*=2. Altalanosabban: NBIN, p): siker valoszinlisége, a valosziniiségi valtozo azt sza-
molja, hany kisérlet ézi meg az-edik sikert. P(X = k) = (,*,)p'(1 — p)F~1+1

Feladatok:
5. Addig dobunk két kockaval, amig a két kockandézamjegyek 6sszege 12 nem lesz.

a) Mennyi annak a val6szinlisége, hogy pontosan nyolcszor dobunk 12-nél kisebb 6sszeffttidoel
nank a 12-t?
Megoldas: Geometriai(pesszimista). A siker valoszinliségess. igy P = (32)8 . L.
b) Mennyi a valdszinlisége, hogy nyolcszor dobunk a kockakkal?

Megoldas: Geometriai(optimista). A siker valdszinlisége: 5. igy P = (32)7 - .

6. Egy (szabdlytalan) pénzérmét dobunk fel annyiszor, amig fejet nem kapunk. Ha a fej dobas valdspinlisége
akkor mennyi a valdszinlisége, hogy

a) pontk-szor dobunk a fej éit?

Megoldas: Geometriai(pesszimista). i§y= (1 — p)* - p.



b) pontk-szor dobunk az érmével?

Megoldas: Geometriai(optimista). ig§ = (1 — p)*~* - p.

7. 100 kulcs kozil csak 1 nyitja azéink [6\d ajtét. A sététben nem latjuk, hogy melyik kulcsot prébaltuk mar
ki, igy a probalgatasok soran tdbbszor is a keziinkbe kertlhet ugyanaz kulcs. Mi a valdszinlisége, hogy legfel-
jebb 50 prébalkozassal kinyitjuk az ajtot? Es ha a kiprébalt kulcsokat félretessziik?

Megoldas: Komplementerrel?, = 1 — (%)50. Rogzitsiik a kulcsokat, ekkor annak a valészinlisége, hogy
aj6 az els6 50-ben varP, = 2% = 1.

8. Dobogatok a kockaval és vonasal szamolom, hogy hany hatost dobtam. Mi a valoszinlisége, hogy a 12. dobasra
hdzom a harmadik vonast? Ha azt szamolnam ki, hogy mennyi a valészinlisége, hogy 12-szer dobok hatostol
kiilonbodt, mire kidobom a harmadik hatost, akkor az &zéleredményil kiilénb6zne?

Megoldas: Negativ binomialis? = (1)) (3)%(2)°.

9. Pisti nem tanult semmit a vizsgara, ahol 10 darab eldédtk@diésre kell valaszolnia. Az anyagbdl valami kicsi
dereng, ezért kicsit tébb, mint 50%-0s, mondjuk olyan 60%-0s valészinliséggel ir j0 valaszt egy-egy kérdésre.
Milyen valdszinliséggel megy at, ha a ketteshez 8 j6 valasz kell?

Megoldas: BinomialisP = (%) (0, 6)%(0,4)2 + (%) (0,6)°(0,4) + (}0)(0,6)*.

10. Blicc ar minden nap villamossal megy dolgozni, de nincs bérlete, sem jegye. A villamosra minden nap 0,2
valészinliséggel szall fel ellén és ilyenkor 0,95 valészinliséggel elkapja Blicc urat. (Az élleninden nap az
addigiaktél figgetlendl donti el, ellénzi-e aznap Blicc ar villamosat.)

a) Mennyi a valoszinlsége, hogy Blicc Urnak "szerencsés hete" van, azaz az 5 munkanap egyikén sem kell
buntetést fizetnie?

Megoldas:P = (1 —0,2-0,95)° = 0, 81°.
b) Mennyi a val6szinlisége, hogy pontosan kétszer kapjak el egy hét munkanapjai alatt?

Megoldas: Binomidlis? = (3)(0, 19)(0, 81)°.

c) Feltéve, hogy Blicc Urnak "szerencsés hete" volt, mi a valészinlisége, hogy mind az 6tszor vimteellen
villamoson?

Megoldas: P=(P(volt villamoson ellenér és nem biintette meg)/P(nem biintette meg)f>2-0>-)5 =
(551)°
d) Miavalészinlisége hogy csiitértokon biintetik meg masodszor?

Megoldas: Negativ binomialis? = (?)(0,19)2(0, 81)2.

11. Egy rozsomak elindul a szamegyenes origdjabdl. Minden lépésnél 1/2 valdszinliséggel jobbra, 1/2 valészini-
séggel balra lép. 20 |épés megtétele utan

a) milyen valésziniliséggel lesz a 0-ban?

—

20)
10

220 *

Megoldéas: Binomidlis: 10 lépést ment balra, 10 1épést ment jobbraPigy (%)) (0,5)1°(0,5)1° =
b) milyen valoszinliséggel lesz az 1-ben?

Megoldés: 20 Iépés utan paros mezén kell allnia, Ryy: 0.
c) milyen valészinliséggel lesz a (-2)-ben, ha az utoléthi éépés utan a (-3)-ban volt?

Megoldas: Nyilvan akkor, ha az utolso lIépésben jobbra Iép, &zaz:.

4



12. Egy 30 6s osztalyban 17 lany van. Véletlenszer{ien kivalasztanak az osztalybdl egy dsapatot, egy vetél-
keddre. Legyen a csapatba kerult lanyok széxhaP (X = 7) =?

<o Hi ; (7)(3)
Megoldas: Hipergeometrikug? = (30)“ .
12
13. 80 iveg bor van egy borospincében dssze-visszal obfehér. A vendégek a fogadostol 3 tveg fehér és 7
vorosbort rendelnek, de pincében kiégett a villany. A fogados véletlenszer(ien kivalaszt 10 tiveget. Mi a valdszi-
nlisége, hogy minden vedég kap neki megteigikat?

(¥)(7)
(fo)

14. Van két érmém, az egyik igazsagos érme, a masik cinkelt, de ranézésre nenbketlomgkiilonboztetni egy-
mastol. A cinkelt érme 3/4 valdszinliséggel mutat fejeivEszem az egyik érmét a zsebdihli/2 eséllyel az
igazsagosat, 1/2 eséllyel a cinkeltet. A kivalasztott érmét feldobom 30-szor, és azt tapasztalom, hogy 25-szor
mutatott fejet. Mi a val6szinlisége, hogy a cinkelt érmét vettérm el

Megoldas: Hipergeometrikug? =

(3s)(D*°(3)° 325

Megoldas: Bayes+Binomialis? = @ (D + (D) — e

Hazi feladat

15. Haromszor dobunk fel egy pénzérmét. Jelentsezrt az eseményt, hogy a dobasok szama kozott fej és iras is
eléfordul, B pedig azt az eseményt, hogy legfeljebb 1 iras fordiul lEliggetlenek-e a fenti események egymas-
tol?

Megoldéas: Az eseménytér: {I1I,IIF,IFI,FII,IFF,FIF,FFI,FFF}
InnenP(A) = §, P(B) = 4, P(A&B) = 2. Mivel P(A&B) = P(A) - P(B), igy fiiggetlenek.

16. A vidamparkban a céllévoldében jatszom. Egymas utan vonulnak fel a célpontok, mindegyiket egymastal fiig-
getlenll 2/3 valészinliséggel eltaldlom. Mennyi a valdszinlisége, hogy 6 célzasbdl pontosan 4-et talalok el?
Mennyi a valdszinlisége, hogy 2-nél tdbbet talalok el, de azért nem az 6sszeset?

Megoldas: Binomidlis? = (5)(2)%(1)2. Ha 2-nél tébbet, de nem az 6sszeset talalom el, akkor a talalatok

szama lehet 3, 4, vagy 5 azRz= (5) (3)°(3)" + (1) (3)'(3)* + () (3)°(3)-

17. Feltéve, hogy a balkezesek aranya atlagosan 1%, becsiljik meg annak a valészin(iségét, hogy 200 véletlensze-
r(ien kivalasztott ember koz6tt legalabb négy balkezes van.

Megoldas: Id.: 4. feladatsor 5. feladat

18. Egy osztalyban 22 tanulé van. Egy 6érara 8-an nem késziiltek, és 7-en felelnek. Adjuk meg a késziléten felel
szamanak eloszlasat! Mennyi a valoszinlisége, hogy pontosan 2 késziiletteletzel
Megoldéas: Hipergeometrikus eloszl&d3(X = k) = % KonkrétanP(X = 2) = (222#

19. Egy gyarban az I. gépsor adié0%-aban a Il. gépsor azld0%-aban dolgozik egymastdl fuggetlenil. Mi a
valoszinlisége hogy a) mindkét gép dolgozik, b) legalabb az egyik dolgozik, c) csak az egyik gép dolgozik d)
mindkét gép all?

Megoldas: a)P =0,6-0,7b)P =1-0,4-0,3¢c)P =0,6-0,3+0,7-0,4d)P=0,4-0,3.



20. Egy gyarban futészalag szallitja az alkatrészeket. A futészalag ledll, ha selejtes termék érkezik. A termékek
2%-a selejtes. Mi az eloszldsa annak a valoszinliségi valtozonak, ami azt szamolja, hogy

a) hanyszor allt le a szalag azedik termékig 6t is beleértve)?

Megoldas: BinomialisP(X = k) = (})p"(1 — p)"~*, ahol p=2%.
b) hany terméket gyartott a gép azdik leallasig?

Megoldas: Negativ binomialis(pesszimist&):X = k) = (,*,)p"(1 — p)—7+1

n—1

¢) hény terméket szallitott két ledllas kozott?

Megoldas: Geometriai(pesszimistd){ X = k) = ¢*p.
d) hany leallas tértént egymas utan anélkil, hogy egyetlen jo termék is keletkezett volna? (Selejtszéria hossza)

Megoldas: Geometriai(pesszimistd){ X = k) = p”q.
21. 400 hallgaté mindegyike egymastol fliggetlenil 0.6 valoszinliséggel jar 6rara. A teremben 200 db szék van.

a) Miavalészinlisége, hogy mindenkinek jut szék?

Megoldas: Binomiélis/Poisson: Poissonmél= 400 - 0,6 = 240. P(X <200) = P(X =1)+ P(X =
2) + ... P(X = 200).

b) Hany szék kell, hogy biztosan (1 valészinliséggel) mindenkinek jusson szék?

Megoldas: 400 szék kell, hogy mindenki biztosan le tudjon iilni, hisz2f’ a valdszinlisége, hogy mind
a 400 bejon érara, ami nagyobb, mint O.

c) Hany szék kell, hogy legalabb 0,99 valoszinliséggel jusson mindenkinek szék?

Megoldas: Geometriai(pesszimistdf(X < k) = P(X = 1)+ P(X =2)+...P(X = k) > 0,99.
egyenldséget kell megoldani k-ra. Elkezdjik a valészinliségeket 6sszeadni addig, amig az 6sszeg meg nem
haladja 0,99-t.

22. Van két érmém, az egyik igazsagos érme, a masik cinkelt, de ranézésre nenblkaetdamgkilonboztetni egy-
mastol. A cinkelt érme 3/4 valdszinliséggel mutat fejevEszem az egyik érmét a zsebéhli/2 eséllyel az
igazsagosat, 1/2 eséllyel a cinkeltet, és odaadom Nektek. 30 dobas utan el kell dontenetek, melyik érme volt,
amit eBvettem. Hol hiznatok meg a doéntési hatart? (A 30 dobés kozil hany fej az a maximalis, amikor még az
igazsagos érmére tippelnétek?)

Megoldas: Bayes+Binomialis: Annak a valdszinlisége, hogy cinkelt az érme feltéve, hogy k fejet dobtunk (14. fel-
30\, 3k 1\30—k

adatbol). P(X = k) = g HIE G > 1, milyen k-ra. Ebb6l kénnyest > 230,

(k)(z)k(z)m k_,'_(k)(E)k(E)ao k 2

azazk > 19-re méar azt mondanam, hogy cinkelt.

3k,
3k +230

23. Mi aval6szinlisége, hogy 0,1,2,3,4,5 talalatom lesz a LOTTO-n?

(2)(§g?k> ,

24. Mi a valészinlisége, hogy 11,12,13,13+1 talalatom lesz a TOTO-n ha felteszem hogy minden véalaszt 1/3 val6-
szinliséggel tudok?

Megoldés: Hipergeometriku€?(X = k) =

Megoldas: BinomialisP(X = k) = (1) (4)*(



25. Valaki egy LOTTO szelvénnyel jatszik. Legalabb hany hétig kell jatszania ahhoz, hogy a harmas, négyes, 6tos
valoszinlidége legalabb 1/2 legyen? (Ez 3 kilénall6 kérdés.)

Megoldas: 23. feladatban mar kiszamoltuk, P(X=k)=p értékét. Ekkor komplementermddszerrel annak a va-
l6szinlisége, hogy k hét alatt nyertnk: (1 — p)* > % és egyenl6tlenségbél kiszamolhatdk az egyes k-k.



