Matematika B4
VIII. gyakorlat megoldésa

2005.4aprilis 7.

1. Eloszlas- és siiriségfiiggvény
Ha az X egy folytonos valdszintiségi valtozd, akkor X -et jol jellemzi az eloszlés illetve a stirliségfiiggvénye.
Az eloszlasfiiggvény jellemz6i:

1. Az eloszlasfiiggvény x pontban felvett értéke megadja, hogy az X valdszintiségi valtozé mekkora valdszinliség-
gel vesz fel az & szdmndl kisebb értéket:

F(z)=P(X <)

Egy folytonos eloszlas eloszlasfiiggvényére mindig teljesiil:
2. a(—o0)-ben 0-hoz, a co-ban 1-hez tart
3. monoton névekvs (nem feltétleniil szigordan!) vagyis ha x1 < x9, akkor F'(z1) < F'(x2)
4. mindenhol folytonos
A stirliségfiiggvény tulajdonsagai:

1. f(x) > 0 minden z-re

x

2. minden z-re F(z) = [ f(t)dtezért F'(x) = f(x) majdnem olyan z-re, ahol F'(z) folytonos.

oo
3. [ flhdt=1
—o0
A valdszintiségi valtozé varhat6 értéke:

E(X)= [ tf()dt

és tetszBleges t(X) fiiggvényének vérhaté értéke: E(t(X)) = T t(u)f(u)du
Feladatok -
1. Az alabbi fiiggvények melyike lehet eloszlésfiiggvény: (ahol a fiiggvény nics megadva, ott automatikusan 0)
a)
Fx)=1+e*" ha —l<uz

Mindegyik feladatndl a fent leirt feltételeket kell ellendrizni. Ez nem eloszldsfiiggvény, ugyanis nem igaz,
hogy monton néne. Megjegyzés: A definiciobdl ldtszik, hogy az eloszldsfiiggvény mindig 0 és 1 kozott van,
ez sem teljesiil.



b)

2
Glx) =2 — h >0
(x) o1 he 2

0o-ben 2-hoz tart, tehdt nem lehet eloszldsfiiggvény.
¢
h(rz)=1—e¢® ha z2>0

Minden teljesiil (mindenhol folytonos, (—o0)-ben 0-hoz, co-ben 1-hez tart, monoton névekvd, és minden-
hol folytonos), ezért ez eloszldsfiiggvény.
d)
T

H(x):z(él—a:) ha 0<z<2 é 1 ha x>2

A folytonossdg szempontjdbol lehetséges gyenge pont a 0 és a 2, de ha megnézziik ott is folytonos. Egyszeril
derivdldssal kijon, hogy monoton névekvé. A + | — co-ben jol viselkedik, mivel mindkét helyen egy idd utdn
a kivdnt konstans lesz, igy ez eloszldsfiiggvény.

2. Az alabbi fiiggvények melyike stirliségfiiggvény? (amelyik tartomany nincs megadva, ott a fiiggvény 0.)
a)

fle)== ha z>1

Két feltételnek kell teljesiilnie f-re nézve: mindenhol nemnegativnak kell lennie, és a teljes szdmegyenesen
vett integrdlja pedig legyen 1. Mivel a fiiggvény 1-nél kisebb helyeken 0, ezért az integrdlt a kovetkezd
képpen szdmolhatjuk:

_Z Ft)dt = ]O%dt =00 #1

(Az % primitivfiiggvénye 2In(t), amely végtelenhez tartva végtelenhez tart.)
Igy a fiiggvény nem siiriiségfiiggvény.

b)
sin(x)
g(x) 5 ha O0<xz<2
g(x) mindenhol nemnegativ, de az integrdlja a teljes szdimegyenesen nem lesz 1, igy nem siiriiségfiiggvény.
o} 2 2
it _
/ g(t)dt = / Sin) gy = [Z9@ N L 708073 £1
2 2 0
—0oo 0
9
L.z S z—1
h(z) = §Sm(§) ha O<z<pi é 3" In8) ha z2<0

A nemnegativitdst elég gyorsan lehet ldtni. A teljes integrdl pedig 1 lesz, tehdt ez egy siriiségfiiggvény.

™

0
/Sm(;/Q)dt—i— / 3t71L09(3) _ % +

0 —o0

1
=1
3



d)
i(x) =2 ha x>0

A filiggvény nemnegativ, a teljes intervallumon vett integrdlja pedig 1, igy siiriiségfiiggvény.

/i(t)dt: /2e*2tdt:1
—o0 0

3. Egy tiizérségi lovedék a célteriiletet egy r sugarti koron beliil éri el. A koron barmely teriiletre érkezés vald-
szinlisége ardnyos az adott teriilet mérészdmaval. Az X val6szinliségi valtozo jelentse a becsapddds pontjanak
tdvolsdgat a célteriilet kozéppontjatdl. Hatdrozzuk meg X eloszlasfiiggvényét és slirliségfiiggvényét! Mennyi

o

annak a valészintisége, hogy a 16vedék az r/2 ill 3r /4 sugarakkal hatérolt korgyir( belsejébe esik?
Szdmoljunk ki egy konkrét értéket! Mi a valdsziniisége, hogy a lovedék egy /2 sugari kirbe esik? Ez egyeneletes
eloszlds az r sugari kbrlapon, igy a vdlasz az r /2 és az r sugari kér ardnya (a két teriiletet elosztjuk egymdssal):

(r/2)%r 1

r2m 4

Szereménk kiszdmolni az eloszldsfiiggvényt. X -szel jelolve a tdvolsdgot a kir kozepétdl és F(x)-szel az elosz-
lasfiiggvényt. Ha x € [0, r] akkor:

x sugari kor teriilete 27 2

x
Flx)y=P(X <x) = = -
(z) ( z) a teljes korlap r2 r2

Az F(x) fiiggvény igy fog kinézni:

0 hazxz<0O
F(z) = f—z ha z € [0, 7]
1 hax>r

A siiriiségfiiggvény az eloszldsfiiggvény derivdltja. Igy a siiriiségfiiggvény:
2
ro={ 5§ e}
0  egyébként

Mennyi annak a valészintisége, hogy a lovedék az r/2 ill 3r /4 sugarakkal hatdrolt korgytirii belsejébe esik? A
kovetkezd szdmoldsok ekvivalensek, mindegyik jo:

3r/4
3r r 5
FCD - P = [ rd=
r/2

4. Egy [ hosszisagi ropit taldlomra valasztott pontban kettétoriink. Mi az igy keletkezett darabok koziil a rovideb-
bik eloszlasfiiggvénye?
Nézziink eldszor egy konkrét példdt! Mi a valosziniisége, hogy %-nél rovidebb lesz a rovidebbik ropi hossza?
Konnyen ldthato, hogy az | hossziisdgi ropin ha a bal é részén vagy ha a jobb ﬁ részén lesz a torés, akkor a
rovidebbik rész hossza kisebb lesz %-nél. Az is konnyen ldtszodik, hogy ha a torés mindkét oldaltol legaldbb ﬁ
tdvol van, akkor a rovidebbik ropi hossza nagyobb lesz %-nél. X-szel jelolve a rovidebb ropi hosszdt:
1.2t 1

})(}Y'<: Z) = —Z— = -



Altaldnosan, rogzitett x € [O, %] -re pontosan akkor lesz a rovidebbik darab hossza kisebb x-nél, ha a torés
helye az | hosszisdgu ropin vagy 0 és x kozott van, vagy | — x és | kozott. Ez két x hosszii szakasz, igy:

2
F(z)=P(X <z) = Tx
Tetszdleges x-re:
0 haxz<0
F(z)=4 %2 haxe [70, L]
1 hax>

2

. A [0,1] intervallumon egyenletes eloszldssal és egymastdl fiiggetleniil kijeloliink 4 pontot. Mi a nagysdg szerinti
3. pont eloszlasfiiggvénye? Es a stirtiségfiiggvénye? Es ha 10 pontot vilasztunk, mi a 6. eloszlasfiiggvénye?

A [0,1] intervallumon egyenletes eloszldssal és egymdstol fiiggetleniil kijeloliink 4 pontot. Mi a nagysdg szerinti
3. pont eloszldsfiiggvénye? Es a siiriiségfiiggvénye?

F(z) = P(nagysdg szerint 3. pont < x) =
P(mind a négy pont < x) + P(pontosan 3 pont < x és egy pont nagyobb x-nél) =

zt + (3)5’(1 —z) =2t —423(1 — )

Ha x € (0,1), egyébként 1, hax > 1és0, hax < 0.
A siiriiségfiiggvény az eloszldsfiiggvény derivdltja:

f(z) = —122% +202® hax € [0,1], egyébként 0

Es ha 10 pontot vdlasztunk, mi a 6. eloszldsfiiggvénye?
Az eldzdek alapjdn:

Fy(z) = P(nagysdg szerinti 6. pont < ) =
5 5

1
1- ZP(pontosan k.pont < zx) =1-— Z <k0):ck(1 R

k=0 k=0

. Vilasszunk az egységnégyzetben egyenletesen egy pontot. Jelolje X e pontnak a négyzet legkozelebbi oldalatdl
vett tdvolsdgat. Hatdrozzuk meg az X eloszldsat! Mi annak a valdszintisége, hogy a pontunk tdvolabb van az
oldalaktdl, mint 1/4?

Rogzitsiink egy x szdmot, és jeloljiik be azon pontok halmazdt, amelyek x-nél kozelebb vannak valamelyik oldal-
hoz. Ezt elég konnyii megtenni, csak x tdvolsdgra pdrhuzamost kell hiiznunk minden egyes oldallal. A kérdéses
sikidom egy keret lesz 1igy, hogy egy (1 — 2x)(1 — 2x) nagysdgii négyzet fog a kizepébdl hidnyozni. Igy:

|:| )| 1—.:‘:.'1

1. abra. A sziirke teriilet pontjai vannak x-nél kézelebb az oldalakhoz



Flz)=PX<z)=1-(1-22)1—2z) =4z(1 —x)

hax € [0, %], egyébként 1, ha x > % és 0, ha x < 0. Annak a valosziniisége, hogy a pontunk tdavolabb van az
oldalaktol, mint %:

P(X>1)=1-P(X<1)=1-F(})=

1

4

. Egy tdvolsagi busz egyenletes eloszlds szerintérkezik a megélléba, munkanapokon 13:00 és 13:15 kozott, hét-
végén 13:00 és 13:10 kozott. Utazasaim 1/3-a hétvégére, 2/3-a hétkdznapra esik. Mindig 13:00-ra érkeziink a
buszmegélléba. Hatdrozzuk meg a buszra varakozds eloszldsdt. Mi annak a valészintisége, hogy kevesebb mint
5 percet kell varakoznunk?
Csak a percekkel szdmolok, hiszen mindig 13 ordval szdmolunk. A hétkoznapi és hétvégi eloszlds is egyenletes
lesz, csak mds paraméterekkel. Az aldbbi képletek az eddigiek utdn iigy gondolom érthetdek.

0 hax<O
Fhe’tkiiznap (.Z‘) = % hax € [Oa 15]
1 hax>15

hax <0
ha xz € [0, 10]
hax > 10

Fhe’lve’ge (.I‘) =

—3lk ©

F(z) = P(X < g) "I P LBS 1) b stksznap) P(X < x|hétkoznap)+

2 1
P(hétvége) P(X < x|hétvége) = = Freonap(T) + = Fhevege () =

3 3
0 hax <0
2 1
x4 12 pagel0,10)
F(z) 315," 310 )
1 hax > 15

A siiriiségfiiggvényhez csak derivdlnunk kell:

& haz €[0,10)
fl@)=4 & hawzel10,15]

0 egyébként
Mi a valosziniisége, hogy kevesebb, mint 5 percet varunk?

25 15 7T

PX <8 =FO) =313~ 13

. Egyenletesen valasztunk egy félkoriven egy pontot, vagyis egy adott ivhosszba esés valdszinlisége ardnyos az
ivhosszal. Az igy kapott pontot a kozéppontbdl kivetitjiik a félkor atmérdjével parhuzamos érintére, amely egy
szamegyenes, ahol az érintési pont a 0, és a skdldzdsa megegyezik a félkorével. Mi annak a valészindsége, hogy
a kivetitett pont a (—oo, 2) intervallumba esik? Es annak a val6szintisége, hogy a (—1, 1) intervallumba esik?
(Az igy kapott eloszlds a Cauchy eloszlds)

Az eloszldsrol egy interaktiv prezentdcio taldlhaté Vetier tandr tir honlapjdn az a rész alatt, ahol feltiintette,
hogy XP és uij Internet Explorer sziikséges.

Az aldbbi dbra mutatja, hogy mirdl van sz0. A félkoriven egyenletes eloszlds szerint vdlasztunk egy pontot
(ezek a kis kék pontok), majd a kor kozéppontjdabol levetitjiik Gket (ezek a zold egyenesek), majd megnézziik
a metszéspontot a szdmegyenessel (ezek lesznek a nagy piros négyzetek). A levetitett pontok (piros négyzetek)
eloszldasdt hiviuk Cauchy eloszldsnak. Vdlasztunk egy pontot az egyenletesen a félkoriven. A kor kozéppontjabol



- L L

2. abra. Cauchy eloszlas

nézve szoget rendelhetiink ezekhez a pontokhoz. Jeloljiik Y -nal a ezt a szoget gy, ahogyan az dbrdn ldthato
(figyelem, ez a szog itt lehet negativ is). Igy Y egyenletes eloszldsii lesz (=5, §)-n. X-szel jelolve a levetitett
pontot igaz lesz, hogy X = tan(Y) (a szdmegyenes origdja az érintkezési pont). A kérdéses eloszldsfiiggvény:

) (mivel arctan mon. né)

F(z) =P(X <z)=P(tan(Y) <z P(Y < arctan(z))

Ez igaz, hiszen ha van két szamom, pl: 2 és 3, és igaz, hogy 2 < 3, akkor egy szigoriian monoton novekvd

fiiggvényt alkalmazva mindkét oldalon, példdul 3x+10-et, akkor tovdbbra is igaz lesz, hogy 3-2+10 < 3-3+410.

Ezt csindltuk most is, az arctangenst alkalmaztuk mindkét oldalon. Y eloszldsfiiggvényét ismerjiik, igy:
arctan(z) — (—7/2) 1 n arctan(z)

P(Y < arctan(z)) = =5
7r 7r

o

A siiriségfiiggvényhez derivdlnunk kell:

1
f(af):m

. Egyenletesen valasztunk egy pontot a egységsugart félkoriven, majd az igy kapott pontot levetitjiik az &tmérdre.
Mi annak a valdszintisége, hogy az igy kapott pont a (—0.5, 0.5) intervallumba esik? Mi annak a valészinidisége,
hogy kisebb, mint 0? Es, hogy kisebb, mint \/Tg 7 (Az igy kapott eloszlds az Arcussinus-eloszlds)

Ismételten tandr tir honlapjdt tudom ajdnlani. Ugy gondolom a feladat nyilvdnvald, a piros négyzetek eloszldsdst
kell meghatdrozni. Y szog legyen az dbra szerint (itt is lehet Y negativ is). Az Y eloszldsa egyenletes lesz a

(=%, 5)-n. X-szel jelolve a levetitett pont képét X = sin(Y'). Az el6z6 feladathoz hasonléan:

P

3. abra. Arcsinusz eloszlasa

F(I) _ P(X < l’) _ P(SIH(Y) < IE) (mivelarcsinmon.;é’(777/2,77/2)41) P(Y < arcsin(l‘)) _
arcsin(z) — (%) 1 arcsin(z)

=y
T 2 T

o

A siiriiségfiiggvény:
1
1 — a2



A kérdésekre a vdlasz:

1
P(a pont a (-0.5,0.5) intervallumba esik) = P(X < 0.5) — P(X < —0.5) = F(0.5) — F(—0.5) = 3

P(X < 0) = F(0) =
V3 V3, 1
)

|~

P(X < 22) = F( .

10. Egyenletesen vélasztunk egy pontot a [—1, 1] intervallumban, jeloljiik ezt X -szel. Mi annak a valdszintisége,
hogy X? < 0.5 ? Es ha a pontunkat a [0, 1]-ben vdlasztjuk egyenletesen? Mi lesz X3 eloszlasfiiggvénye?
Es a siirtiségfiiggvénye? Mi lesz a varhat6 értéke? Milyen z-re lesz F(z) = 0.5? (Azt az x szdmot, melyre
P(X < ) = 0.5 az X valésziniiségi vdltozé medidnjdnal nevezziik. Hasonlitsuk dssze a varhato értékkel!)
Az eddigiek alapjdn gy érzem, hogy megoldhatd. Az utolsé részben F(x) = 0.5-6t kell megoldani.

11. Egy buszmegalléban annak a valészintisége, hogy a kovekezd ¢ percen beliil jon busz 1 — =3, Mi annak a
val6sziniisége, hogy tobb mint 10 percet kell vdrakoznunk? Es annak, hogy kell varnunk legaldbb 5 percet, de
legfeljebb 10-et? Mi a varakozdsi idénk varhat6 értéke? Mi annak a val6szintisége, hogy ha mar sikerteleniil
vértunk 4 percet, akkor kell még varnunk legaldbb 10 percet?

A feladat egyszerii: megadtdk az eloszldsfiiggvényt.

P(>10 percet vdarunk) = P(X >10) =1-P(X <10) =1—F(10) =1 — (1 —e %10 = =%

P(legaldbb 5 percet, de legfeljebb 10-ef) = P(X < 10) — P(X < 5) = F(10) — F(5) = e 80 — ™10
Szdmoljuk ki a siriségfiiggvényt!

f(z) =8e ¥ hax>0, egyébként 0

A vdrhato érték (az integrdlt parcidlisan kell kiszdmolni):

o0

BE(X) = /t-f(t)dt: 71:.8@—& -
0

— 00

feltételes valosziniiség

P(sikerteleniil vartunk 4 percet, akkor kell még vdarnunk legaldabb 10 percet)
P(X>4é5X>14) P(X>14) 1-P(X <14) e 2
P(X > 4)  P(X>4) 1-P(X<4) e

— 80

Azt szdamoltuk ki, hogy e =80 annak a valésziniisége, hogy 10 percen beliil nem jon busz. Ha mdr vdrtam vala-

mennyi idot, és tudva, hogy addig nem jott, akkor tijabb 10 percre nézve ismét ugyanannyi lesz a valosziniiség.
Ez dltaldban nics igy. Az itt leirt eloszldst 8 paraméterii Exponencidlis eloszldsnak nevezziik, és az Exponencidlis
eloszlasok mindig rendelkeznek ezzel az orokifjui tulajdonsdggal.

12. Legyen X2 egyenletes a [0, 1]-en. Mi lesz X eloszldsa? Mi a medidnja, vdrhat6 értéke?
Az eddigiekbdl konnyen kiszdmolhato.

13. Egy alkatrész napokban kifejezett élettartaménak strtiségfiiggvénye f(z) = 5—3 ha x > 1. Mi annak a val6-
szinfisége, hogy ha janudr 26-4n (a sziiletésnapomon) hoztuk haza a boltb6l, akkor februér 1-én még miikodik?
Melyik alkatrészt érdemesebb megvenni? Azt, aminek stirGiségfiiggvénye f(x) = I%, haz > 1, vagy ezt? Atla-
gosan mennyit bir a kétféle min&ségt alkatrész?

Az eddigiekbdl konnyen kiszdmolhato. A melyik alkatrészt érdemesebb megvenni kérdésnél vdarhato értéket kell

szdmolni, és természetesen a nagyobb vdrhato értékiit kell megvenni.



